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Carta da

Pro-Reitoria de Graduacéao

Caro aluno,

Com muita alegria, a Universidade de S&o Paulo, por meio de seus estudantes
e de seus professores, participa dessa parceria com a Secretaria de Estado da
Educacdo, oferecendo a vocé o que temos de melhor: conhecimento.

Conhecimento é a chave para o desenvolvimento das pessoas e das nagdes
e freqUentar o ensino superior é a maneira mais efetiva de ampliar conhecimentos
de forma sistematica e de se preparar para uma profissao.

Ingressar numa universidade de reconhecida qualidade e gratuita é o desejo
de tantos jovens como vocé. Por isso, a USP, assim como outras universidades
publicas, possui um vestibular tdo concorrido. Para enfrentar tal concorréncia,
muitos alunos do ensino médio, inclusive os que estudam em escolas particulares
de reconhecida qualidade, fazem cursinhos preparat6rios, em geral de alto
custo e inacessiveis a maioria dos alunos da escola publica.

O presente programa oferece a vocé a possibilidade de se preparar para enfrentar
com melhores condi¢cdes um vestibular, retomando aspectos fundamentais da
programacdo do ensino médio. Espera-se, também, que essa revisdo, orientada
por objetivos educacionais, 0 auxilie a perceber com clareza o desenvolvimento
pessoal que adquiriu ao longo da educacdo basica. Tomar posse da propria
formacdo certamente Ihe dara a seguranca necessaria para enfrentar qualquer
situacdo de vida e de trabalho.

Enfrente com garra esse programa. Os proximos meses, até 0s exames em
novembro, exigirdo de sua parte muita disciplina e estudo diario. Os monitores
e os professores da USP, em parceria com os professores de sua escola, estdo
se dedicando muito para ajuda-lo nessa travessia.

Em nome da comunidade USP, desejo-lhe, meu caro aluno, disposigdo e vigor
para o presente desafio.

Sonia Teresinha de Sousa Penin.

Pro-Reitora de Graduacgéo.



Carta da

Secretaria de Estado da Educacao

Caro aluno,

Com a efetiva expansdo e a crescente melhoria do ensino médio estadual,
os desafios vivenciados por todos os jovens matriculados nas escolas da rede
estadual de ensino, no momento de ingressar nas universidades publicas, vém se
inserindo, ao longo dos anos, num contexto aparentemente contraditorio.

Se de um lado nota-se um gradual aumento no percentual dos jovens aprovados
nos exames vestibulares da Fuvest — o que, indubitavelmente, comprova a
qualidade dos estudos publicos oferecidos —, de outro mostra qudo desiguais
tém sido as condigcGes apresentadas pelos alunos ao concluirem a ultima etapa
da educagdo bésica.

Diante dessa realidade, e com o objetivo de assegurar a esses alunos o patamar
de formacgdo bésica necessério ao restabelecimento da igualdade de direitos
demandados pela continuidade de estudos em nivel superior, a Secretaria de
Estado da Educagéo assumiu, em 2004, o compromisso de abrir, no programa
denominado Prd-Universitario, 5.000 vagas para alunos matriculados na terceira
série do curso regular do ensino médio. E uma proposta de trabalho que busca
ampliar e diversificar as oportunidades de aprendizagem de novos conhecimentos
e contelidos de modo a instrumentalizar o aluno para uma efetiva inser¢do no
mundo académico. Tal proposta pedagoégica buscara contemplar as diferentes
disciplinas do curriculo do ensino médio mediante material didatico especialmente
construido para esse fim.

O Programa ndo s quer encorajar vocé, aluno da escola publica, a participar
do exame seletivo de ingresso no ensino publico superior, como espera se
constituir em um efetivo canal interativo entre a escola de ensino meédio e
a universidade. Num processo de contribui¢cbes matuas, rico e diversificado
em subsidios, essa parceria poderd, no caso da estadual paulista, contribuir
para o aperfeicoamento de seu curriculo, organizacdo e formacgdo de docentes.

Prof. Sonia Maria Silva

Coordenadora da Coordenadoria de Estudos e Normas Pedagdgicas



Apresentacao
da area

[...] a Matematica procura compreender 0s modelos que permeiam o mundo que
nos rodeia assim como a mente dentro de nés. [...] Assim é necessario colocar a
énfase:

— em procurar solucg@es e ndo apenas em memorizar procedimentos;

— em explorar modelos e ndo apenas em memorizar formulas;

— em formular conjecturas e ndo apenas em fazer exercicios.

[...] com essas énfases, 0s estudantes terdo a oportunidade de estudar a Matema-
tica como uma disciplina exploradora, dindmica, que se desenvolve, em lugar de ser
uma disciplina que tem um corpo rigido, absoluto, fechado, cheio de regras que
precisam ser memorizadas.

Shoenfeld (1992)!

Este curso de Matematica com duracdo de 4 meses esta sendo oferecido a
alunos do ultimo ano do ensino médio da rede publica como um incentivo
para continuarem seus estudos em direcdo ao ensino superior. Embora néo
cubra todo o programa do ensino médio, pretende-se estimular o interesse dos
alunos pelos diversos temas de Matematica por meio de abordagens variadas.

Serdo estudados tdpicos sobre Numeros, Estatistica, Probabilidade e Ana-
lise Combinatéria, Geometria Plana e Espacial, Geometria Analitica, Sistemas
Lineares e Fung0es, privilegiando o entendimento das possiveis facetas de
um mesmo assunto, a analise de resultados obtidos e a interligacdo entre os
diversos contetdos.

Escolhas foram feitas de modo a priorizar sua formacéao, a discussdo de
idéias e a percepcdo de que a Matematica é uma disciplina viva que pode ser
construida, e ndo um amontoado de féormulas prontas para serem decoradas e
usadas. Lembrando que realmente aprendemos quando trabalhamos o conhe-
cimento, analisando-o de varias maneiras e usando-o com critério, considera-
remos, sempre que possivel, aplicacfes em problemas reais e interdisciplinares.

Acreditando que o intercAmbio entre vocés, alunos do ensino médio, e 0s
alunos da USP, que serdo os seus professores, venha a aumentar a sua predis-
posicdo para o ensino superior, desejamos a todos bons estudos!

Coordenacdo da area de Matematica

!SCHOENFELD A. H. “Learning to think mathematically: Problem solving, metacognition and sense
making in mathematics”. In: D. A. Grouws (Ed.). Handbook of research on mathematicas teaching and
learning. p. 334-370. Nova lorque: MacMillan, 1992.



Apresentacao
do modulo

A Geometria foi desenvolvida a partir da necessidade de medir ter-
ras, construir casas, templos e monumentos, navegar, calcular distancias.
Através dos tempos, 0s seus registros estdo presentes nos legados de
todas as civilizagfes: babildnios, egipcios, gregos, chineses, romanos,
hindus, arabes utilizaram as formas geométricas no seu dia-a-dia.

Os conceitos, propriedades e resultados que estudaremos sdo muito
antigos, comecgaram a adquirir a forma que os conhecemos hoje com as
investigacOes de Tales, que viveu por volta de 600 anos antes de Cristo,
ganharam forca nas escolas de Pitagoras, Aristoteles e Platdo, e foram
organizados, pela primeira vez, por Euclides, um matematico da escola
de Alexandria que viveu por volta de 300 anos antes de Cristo. Por essa
razdo, a Geometria que estudaremos, muito frequentemente denominada de “Ge-
ometria Euclidiana®“, foi aperfeicoada pelos sucessores de Euclides e, até o ano
500 da era cristd, ja tinha sua forma atual.

Nesse jogo fascinante, desafiador e j& muito antigo, as pecas sdo 0s pontos, as
retas, os planos e 0s muitos objetos geométricos que podemos definir a partir de-
les. A régua e o compasso sempre foram os instrumentos utilizados na construgdo
das figuras que os representam. Como tais estardo presentes em nossas atividades,
sendo também possivel substitui-los, nos dias de hoje, por recursos computacionais
desenvolvidos para esse fim. As regras do jogo geométrico sdo dadas pelos cha-
mados Postulados da Geometria e, a partir dessas regras, com o uso da ldgica
dedutiva, sdo provadas as proposicOes e os teoremas que vao estabelecendo as
propriedades das figuras geométricas que utilizamos freglientemente.

Os padrfes da natureza e suas simetrias e muitos problemas praticos do nos-
so cotidiano podem ser traduzidos e transformados num diagrama geométrico. A
analise e interpretacdo desse modelo trazem um melhor entendimento, novas
informacdes ou respostas para o problema original, e constituem a rotina de tra-
balho quando estudamos Geometria.

O estudo dos principais topicos de Geometria se fara em trés etapas, que
compreenderdo a Geometria Plana, a Geometria Espacial e a Geometria Analiti-
ca. A Geometria Plana sera desenvolvida com base em dois conceitos fundamen-
tais, que vemos exemplificados na ilustracdo acima: temos uma figura geométri-
ca que aparece repetidas vezes, em diferentes posi¢des, ampliada ou reduzida. A
congruéncia é ilustrada pelos pares que diferem somente pela posicéo, e que
podem ser superpostos; ja a semelhanca é exemplificada pelos pares que se rela-
cionam por uma ampliacdo ou uma reducdo. Sobre esses dois pilares vamos
construir 0 conhecimento geométrico necessario para o estudo da Geometria
Espacial e da Geometria Analitica.






Notacoes e Definicoes

A linguagem matemaética da Geometria Euclidiana Plana ou Espacial é a
linguagem da chamada Teoria dos Conjuntos. Do ponto de vista da Teoria dos
Conjuntos, vamos considerar o plano (ou o espac¢o) como nosso Conjunto
Universo, cujos elementos chamaremos pontos. As retas serdo subconjuntos
especiais desse conjunto universo.

Os pontos e retas de um plano também sdo chamados “elementos primi-
tivos” da nossa Geometria Plana.

Para denotar os pontos usaremos as letras maiusculas: A, B, C...; para as
retas utilizaremos as letras mindsculas: a, b, c... Para os planos usaremos as
letras do alfabeto grego: a (alfa), B (beta), y (gama), o (delta)...

Para descrever as relagdes entre pontos retas e planos, os simbolos utiliza-
dos serdo:

O - pertence

O - esta contido
O - contém
O - reunido
n - intersecgao
Diremos que:

- um ponto pertence a reta (e escreveremos, em linguagem simbolica: P [J r)
ou ao plano (em linguagem simbélica: P It ); no primeiro caso, diremos
também a reta passa pelo ponto, e, no segundo, que o plano passa pelo
ponto.

- areta esta contida no plano (em linguagem simbélica: r [t ) ou o plano
contém a reta (em linguagem simbodlica: 1t O);

- pontos de uma mesma reta sdao chamados pontos colineares.

Denotaremos por E 0 conjunto dos nimeros reais e admitiremos conhe-
cidas suas propriedades.

As relagbes entre pontos e retas de um plano que admitiremos sao:

- Por dois pontos distintos passa uma Unica reta.
- Toda reta contém pelo menos dois pontos distintos.
- Existem, pelo menos, trés pontos distintos ndo colineares.



MATEMATICA

Dados dois pontos distintos P e Q denotaremos por ‘lfj a reta determina-
da por P e Q.

Os resultados que utilizamos no estudo da geometria dos tridngulos sdo
chamados de proposi¢Ges ou teoremas, de acordo com sua importancia. To-
dos eles podem ser demonstrados, tendo uma estruturacdo logica adequada.
Para provar uma proposi¢do ou um teorema precisamos inicialmente saber
distinguir:

- as chamadas hipdteses da proposi¢cdo ou teorema, que sdo os fatos que
estamos admitindo como ponto de partida;

- a tese da proposicdo ou do teorema, que € a conclusdo a qual queremos
chegar;

- a demonstragdo, que é o desenvolvimento l6gico da argumentacdo que
nos permite, partindo das hipoteses, chegar a tese como conclusdo do
raciocinio.

Como exemplos, temos:
Proposicdo 1. Duas retas distintas tém, no maximo, um ponto em comum.

Neste caso, teremos como hip6tese o fato de serem dadas duas retas distin-
tas, e como tese o fato de que elas devem ter, no maximo, um ponto em comum.
Proposicdo 2. Existem, pelo menos, duas retas distintas passando por um
mesmo ponto.

Neste segundo caso, qual é a hipotese e qual é a tese?

Precisaremos também de defini¢cdes que estabelecam de forma precisa
quais propriedades devem ter 0s objetos com 0s quais vamos trabalhar.

Definicdo: duas retas cuja intersec¢do é um unico ponto sdao chamadas con-
correntes; chamaremos paralelas duas retas distintas de um plano cuja inter-
seccdo é vazia.

= -

Vamos também admitir que sabemos medir distancias denotando PQ ou
d (P, Q) como a distancia entre os pontos P e Q. Com a nocéo de distancia,
podemos definir os objetos geométricos que nos interessam especialmente
para construir as figuras geométricas do nosso estudo.

No plano, o primeiro deles é a circunferéncia C com centro num ponto
O e raio R, formada pelo conjunto de pontos desse plano que estdo a distan-
cia R do ponto O.

Definicao: dados trés pontos colineares A, B e C, diremos que B esta entre A
e C edenotamos A-B-C(ouC-B-A)se AB+BC=AC.

Definicdo: chamamos segmento com extremos A e B e denotamos AB 0 con-
junto:

AB={A, B}I{C:A-C-B}

10



MODULO III - GEOMETRIA PLANA

Definigdo: o comprimento de um segmento AB é o valor da distancia AB
entre 0s pontos extremos A e B.

Diremos que dois segmentos AB e CD séo congruentes (AB 0 CD) se eles
tdm o mesmo comprimento.

Observamos que, se dois segmentos sdo congruentes, podemos fazé-los
coincidir se 0s movimentamos adequadamente.

" T

343 cm
- 303 em

O ponto M que divide o segmento em dois segmentos congruentes, ou
sejatal que A — M - B e AM = MB é chamado o ponto médio do segmento.

Defini¢do: chamamos semi-reta fechada com origem A e passando pelo ponto
B e denotamos AB 0 conjunto:

AB=ABO{C:A-B-C}
A semi-reta aberta com a mesma origem A exclui o0 ponto A.

n

Faca algumas figuras (use a régua e 0 compasso) para se convencer da
validade dos seguintes fatos:

Proposicdo. AB = AB [ BA
Proposicédo (construcéo de segmentos). Dados um segmento AB e uma semi-
reta CD, existe exatamente um ponto E na semi-reta tal que CE 0 AB.

Definicdo: um angulo de veértice A é a reunido de duas semi-retas fechadas
com origem A nédo contidas em uma mesma reta.

/

Se AB e AC sio as semi-retas, denotamos o angulo de vértice A por A ou
OBAC.

Para medir &ngulos, assumiremos a existéncia de uma fungdo medida de
angulos, que corresponde a medir angulos com o uso do transferidor. Usare-
mos a notacdo m (A) ou m (OBAC) para a medida do angulo de vértice A.

Os valores dessa funcdo ficam entre zero e um valor L que depende da
escala que adotamos. A medida fica entre 0° e 180° (se medimos os angulos

11



MATEMATICA

em graus) ou 200 gr (medida do &ngulo em grados) ou ainda L = 1t (medida do
angulo em radianos, que serd usada, futuramente, na Trigonometria). Escolhe-
remos o valor L =180°, pois a escala em graus é a mais usual na Geometria.

Como no caso dos segmentos, diremos que dois angulos sdo congruentes
se ttm a mesma medida e denotamos OBAC 0O ODEF.

= 7

Quando temos angulos congruentes, também podemos fazé-los coincidir
através de um movimento.

Dois angulos sdo chamados complementares se a soma de suas medidas
€ 90°, e serdo chamados suplementares se a soma de suas medidas é 180°.

Chamamos angulo reto o angulo cuja medida é 90°. Angulos agudos s&o
aqueles cuja medida é menor que 90° e angulos obtusos sdo aqueles cuja
medida é maior que 90°.

Definicdo: angulos opostos pelo vértice sdo angulos cujos lados sdo semi-
retas opostas.

E facil verificar que dois angulos opostos pelo vértice sdo congruentes.

Definicdo: duas retas sdo perpendiculares se sdo concor-
rentes e se interceptam formando angulos retos.

Definicdo: dados trés pontos distintos e ndo colineares A, B e C, o triangulo
com vértices A, B e C ¢ a reunido dos segmentos cujos extremos sdo esses trés
pontos.

Denotaremos:

AABC = AB 0 BC 0 AC
Os segmentos AB, BC e AC sio chamados os lados do triangulo.

Denotaremos [JBAC, JABC e JACB os angulos correspondentes aos ver-
tices A, B e C, respectivamente. Temos, portanto, associados a um triangulo,
trés segmentos e trés angulos.

12



MODULO III - GEOMETRIA PLANA

Os triangulos tém denominagfes especiais se consideramos 0s compri-
mentos de seus lados. Se todos os lados de um tridngulo sdo congruentes, o
tridngulo é chamado equilatero; se dois dos lados sdo congruentes, o tridngu-
lo é chamado isésceles, e se os trés lados tém comprimentos distintos, o trian-
gulo é chamado escaleno.

Os triangulos também tém denominagfes especiais se consideramos as
medidas dos seus angulos. Se todos os angulos de um tridngulo sdo congru-
entes, o triangulo é chamado equiangulo; se todos os seus angulos sdo agu-
dos, temos um triangulo acutangulo, se um de seus angulos é obtuso, o trian-
gulo é obtuséngulo e o triangulo retangulo tem um angulo reto.

No tridangulo reténgulo, os lados tém denominagdes especiais: a hipote-
nusa é o lado oposto ao angulo reto, e os catetos sdo os lados adjacentes a ele.

escaienafabiugbaguin

““,H Equilitsrs
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Unidade 1
Congruéncia de
Triangulos

Organizadores

Antoénio Carlos
Brolezzi

Elvia Mureb Sallum

Martha S. Monteiro

Elaboradora

Maria Elisa Esteves
Lopes Galvao

O estudo das congruéncias de triangulos é o primeiro passo de um estudo
mais geral que nos permite desenvolver o olhar e a técnica para identificar
padrdes na natureza e construir figuras como as que vemos nas ilustragdes.

Fonte: http://www.mathacademy.com/pr/minitext/escher/#tess

Para construir figuras que nos auxiliem a compreender os fatos da Geo-
metria, podemos utilizar a régua (com escala ou ndo), 0 compasso ou o trans-
feridor. Com o compasso podemos desenhar circunferéncias com raios iguais
a abertura do compasso e com o centro no ponto em que o fixamos. Podemos
escolher duas aberturas quaisquer e tracar circunferéncias com centros distin-
tos e que se encontram, conforme a figura abaixo.

J— Os centros (A e B) das circunferéncias e um dos pontos de
¢ interseccdo (C) determinam vértices de um triangulo AABC.

T 5 As medidas dos lados AC e BC desse triangulo sio as medi-
- i das dos raios das circunferéncias e a distancia AB entre os seus
centros é a medida do terceiro lado, com extremos A e B .

Se repetirmos a construgdo com os mesmos dados (isto €,
circunferéncias com os mesmos raios € mantendo a mesma dis-



MODULO III - GEOMETRIA PLANA

tancia entre 0s seus centros) os varios tridngulos obtidos podem ser compara-
dos. Verificaremos que ndo sé os lados terdo 0os mesmos comprimentos, mas
também os angulos terdo a mesma medida.

Essa experiéncia nos mostra que, se escolhermos adequadamente trés com-
primentos AB, AC e BC, de forma que as circunferéncias se encontrem, pode-
mos construir um triangulo AABC. A construcdo terd uma Unica solucdo, isto
é, todos os tridngulos construidos podem ser superpostos se 0s movimentar-
mos adequadamente.

Vejamos agora o que acontece se formos construir um tridngulo dados
dois lados e um angulo. Quantos e como serdo os triangulos assim construidos?

ng "

L] =1

Observamos inicialmente que um dos lados dados sempre devera estar
contido em um dos lados do angulo.

Tales de Mileto

18 " .
. (Asia Menor) viveu entre
h " 624 547 a.C. e é conside-
Temos duas possibilidades para o segundo lado dado; podemos escolhé- rado o primeiro filésofo
lo como: e matematico da escola

grega. Pouco se sabe so-
bre sua vida, recuperada
— - a partir de referéncias
nos trabalhos de seus
sucessores, mas atribui-se
a ele a formulacédo dos
primeiros resultados da
Geometria.

a) AC: contido no outro lado do angulo b) BC: ndo contido no outro lado
do angulo

15



Pitdgoras de
Samos

Viveu entre 569 e 475 a.C.
e adquiriu seus conheci-
mentos nas viagens por
varios paises pelos quais
passou, pressionado pe-
las mudangas politicas
provocadas pelas guerras
e invas@es. Estabeleceu
as bases da chamada Es-
cola Pitagérica, uma so-
ciedade secreta que mui-
to contribuiu para o de-
senvolvimento da Mate-
matica de sua época.

MATEMATICA

No primeiro caso temos a solucdo para o problema da construgdo do trian-
gulo, e ela é Unica, a menos de movimentos no plano, e o lado BC fica deter-
minado.

No segundo caso, poderiamos ndo so ter duas solugfes distintas C e C’,
como na figura acima, mas também poderiamos ter:

uma Unica solucdo ou ndo é possivel construir um
tridngulo,

dependendo da medida do segundo lado.

Se os elementos dados forem um lado e dois angulos, vejamos as constru-
¢Oes possiveis.

e 206 =

Primeiramente, vamos construir um tridngulo de forma que os angulos
tenham o lado dado como lado comum:

mr =
" zu E

[ &

Podemos verificar, construindo repetidamente, que, novamente, a menos
de movimentos no plano, teremos tridngulos que podem ser superpostos.

Uma segunda possibilidade de construgdo serd tomar um dos angulos ad-
jacentes ao lado dado e o outro, o angulo oposto a esse lado. Essa construcdo
é mais dificil de ser executada (depende da constru¢do do chamado arco ca-
paz de um segmento dado, que s6 veremos mais tarde), mas conduz a solu-
¢Oes que também sdo Unicas a menos de movimentos:

16



MODULO III - GEOMETRIA PLANA

Finalmente, se forem dados trés angulos, é facil obter muitos tridngulos
distintos, ou seja, nessa situacdo ndo temos unicidade de solucéo:

Dados dois triangulos AABC e ADEF, para compara-los de forma mais
precisa, vamos descrever uma correspondéncia entre os respectivos vértices.

Diremos que os triangulos AABC e ADEF sé&o correspondentes e denota-
remos AABC - ADEF para estabelecermos que os pontos A, B e C
correspondem aos pontos D, E e F, respectivamente.

Uma correspondéncia entre dois tridngulos nos dé& naturalmente uma cor-
respondéncia entre seus angulos e seus lados.

Na correspondéncia AABC ~ ADEF, temos:
AC o DF
[BAC ~ LEDF

BC o EF e
[BCA « OEFD,

AB o DE,
OABC  [ODEF,

Como ja vimos anteriormente, a congruéncia, em Geometria, esta associa-
da a igualdade de medidas. Segmentos ou angulos congruentes sdo aqueles
gue tém a mesma medida. Intuitivamente, quando dois tridngulos sdo congru-
entes, podemos, recortando ou movimentando seus modelos, coloca-los um
sobre o outro fazendo coincidir todos os seus lados e angulos. Podemos dar a
definicdo:

Definicéo: dois triangulos correspondentes AABC ~ ADEF séo congru-
entes se 0s seus lados e angulos correspondentes sdo, respectivamente, con-
gruentes, ou seja, se temos:

AB [ODE, BC OEF e AC ODF,
OABC [ ODEF, OBCA [ OEFD, OBAC O OEDF.

Nas constru¢des que analisamos inicialmente, encontramos varias situa-
¢Oes em que a correspondéncia entre os triangulos obtidos pode ser estabelecida
de forma que todos os elementos dos tridngulos correspondentes construidos
sdo congruentes. A defini¢cdo de congruéncia exige que todos os lados e to-
dos os angulos correspondentes tenham a mesma medida. Isso significa que
teriamos de comparar seis medidas, de trés segmentos e trés angulos.

O objetivo do nosso estudo agora sera estabelecer um niimero minimo de
elementos (lados ou angulos) correspondentes congruentes que garanta a
congruéncia de dois tridngulos. As situacfes acima estudadas, em que a pos-
sibilidade de construgdo é Unica, a menos de movimentos do plano sdo espe-
cialmente consideradas: nos ddo os chamados casos de congruéncia de tri-
angulos.
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Euclides de
Alexandria

Supde-se que tenha vi-
vido entre 325 e 265 a.C.,
escreveu a maior obra da
Matematica da antigui-
dade, Os Elementos. Nes-
se trabalho temos, reu-
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Arquimedes de
Siracusa

Viveuentre 287 e212a.C.,
tendo se destacado pela
criatividade e multiplas

habilidades em explorar
as aplicagdes da Matema-
tica, relacionando-as com
0s problemas do dia-a-
dia e com a construgdo
de equipamentos e arte-
fatos de guerra. Conside-
rado um dos grandes
matematicos da antigui-
dade, a caracteristica prin-
cipal do seu trabalho é a
utilizacdo de métodos
experimentais para a
descoberta de proprie-
dades geométricas.

MATEMATICA

A primeira construgdo (cujos dados sdo os trés lados) nos garante a unici-
dade e podemos formaliza-la como o

Caso LLL de Congruéncia de Triangulos: dois tridngulos que tém todos
os lados correspondentes congruentes sdo congruentes.

Quando forem dados dois lados e um angulo, conseguimos construir um
unico tridngulo a menos de sua posicdo quando os lados ficam contidos nos
lados do angulo. Nesse caso, temos:

Caso LAL (também chamado Postulado de Congruéncia): dois triangu-
los que tém dois lados correspondentes e o angulo adjacente a ambos res-
pectivamente congruentes sdo congruentes.

Quando forem dados dois angulos e um lado, conseguimos construir um
Unico tridngulo a menos de sua posicdo quando o lado é comum aos dois
angulos. Nesse caso, temos:

Caso ALA de Congruéncia de Triangulos: dois triangulos que tém dois
angulos correspondentes e o lado compreendido entre eles respectivamen-
te congruentes sdo congruentes.

A segunda alternativa de construcdo que analisamos € o chamado caso
lado — &ngulo — angulo oposto, em que um dos angulos contém o lado e o
outro é o angulo oposto a ele:

Caso LAA, de Congruéncia de Triangulos: dois triangulos que tém dois
angulos correspondentes e o lado oposto a um deles respectivamente con-
gruentes sdo congruentes.

Resumindo, temos as possibilidades:

Dados Caso de Congruéncia
Trés lados LLL
Dois lados e um angulo LAL
Um lado e dois &ngulos ALA
Um lado e dois angulos LAA

Vejamos alguns exemplos:

1.7 o
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Vamos analisar as correspondéncias:
1.AABC - AHGI

Temos: OABC 0 OHGI (angulo), AB OHG (lado), OBAC O OGHI (an-
gulo), logo, a correspondéncia é uma congruéncia pelo caso ALA de congru-
éncia (o lado estd compreendido entre os angulos).

2. ADEF -~ ATSU

Neste exemplo, temos: DE OTS (lado), JEDF OOSTU (angulo), DF OTU
(lado) e a correspondéncia é uma congruéncia, pelo caso LAL (o angulo esta
compreendido entre os lados).

3. AJKL ~ AMON temos: JL OMN (lado), DJLK O OMNO (angulo),
OJKL OOMON (angulo), sendo que o primeiro angulo é adjacente ao lado e
0 segundo oposto a ele. Estamos, portanto, no caso de congruéncia LAA..

4. APQR o AZXV

Temos, agora, os trés lados correspondentes congruentes: PQ [ZX, QR OXV

e PR OZV, que nos da uma congruéncia LLL entre os triangulos correspon-
dentes.

Agora faca vocé

1. Identifique, entre os triangulos dados a seguir, os pares de triangulos con-
gruentes, estabelecendo a correspondéncia e identificando o caso de congru-
éncia utilizado:

. H
1% ey L
. 10 rm
! ]
. E

49 o

15 i

2. Entre os tridngulos abaixo, selecione os congruentes, indicando o caso de

congruéncia.
T
TRl om
250 om ELT
&

LED o
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Nasceu em 262 a.C. em
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do das principais propri-
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esse importante traba-
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Astrénomo, geografo e
matematico egipcio, vi-
veu na Alexandria entre
0s anos 85 e 165 da era
cristd. Responsavel pela
formulacdo da teoria
geocéntrica, segundo a
qual a Terra estava no
centro do sistema solar, e
também por outros tra-
balhos importantes em
Astronomia. O Almagesto,
sua grande obra mate-
matica, contém uma ta-
bela de célculo de com-
primentos de cordas de
uma circunferéncia, no
qgual se encontram os
primeiros dados da Tri-
gonometria, correspon-
dendo a uma tabela de
calculo de senos, na lin-
guagem atual.

MATEMATICA

3. Entre os tridngulos abaixo, selecione os congruentes, indicando o caso de
congruéncia.

4. Entre os tridngulos abaixo, selecione os congruentes, indicando o caso de
congruéncia, se for possivel.

4 ©m

5. Os triangulos correspondentes AABC ~ ADEF séo congruentes. Calcule
o0s valores de x e y:

A
p ' 2
E
B
G d
Tmwil ¢
n

6. Na figura ao lado, temos AC= BC, AF = BG e AE=BD.

Escolha tridngulos correspondentes e use a congruéncia :
de tridngulos para concluir que EF = DG.

7. Na figura a esquerda, o ponto E é o ponto
/’q’\ médio do segmento AB. Sabendo que 0s angu-
= los nos vértices C e D sdo congruentes, verifi-

V/ que que o ponto médio E é também o ponto

o médio do segmento CD.

8. Sobre os lados do tridngulo eqlilatero AABC, to-
mamos pontos D, E e F tais que AD = BE = CF. Pode-
mos concluir que o novo tridngulo, ADEF ¢ equilate-
ro? Justifique!
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Algumas propriedades importantes

As propriedades dos tridngulos que vamos listar a seguir sdo fatos bem
conhecidos que sdo conseqliéncias dos casos de congruéncia:

Proposicdo: os angulos da base de um triangulo isosceles sdao congruentes.
Em um triangulo equilatero, todos os angulos sdo congruentes.

Dado um triangulo isésceles AABC, . 5

em que AB [JAC (esta é a nossa hipotese), ;
para que a propriedade seja verificada, es-
tabelecemos a correspondéncia AABC
AACB e usamos 0 caso LAL de congruén-
cia para concluir que os triangulos sdo con-
gruentes. Portanto, temos a tese, isto €, que
OABC OOACB (angulos correspondentes
de tridngulos congruentes).

Usando a verificagdo que acabamos de fazer, como podemos justificar a
segunda parte da proposicdo?

Temos ainda:

Proposicdo: se os angulos da base de um tridngulo sdo congruentes, entdo o
tridngulo é isdsceles.

Para verificar essa propriedade, dado
um triangulo AABC, com OABC OOACB,
consideramos agora a correspondéncia
AABC - AACB e usamos o caso ALA
de congruéncia para concluir que os trian-
gulos sdo congruentes e que, conseqlen-

temente, AB 0 AC (lados corresponden-
tes de tridngulos congruentes ).

Como conseqliéncia dessa propriedade dos triangulos isésceles podemos
estabelecer um critério de congruéncia especial para triangulos reténgulos,
que é chamado o caso cateto-hipotenusa de congruéncia para esses triangu-
los, que pode ser enunciado como um teorema:

Teorema: (caso cateto — hipotenusa de congruéncia de triangulos retangu-
los) dois triangulos retangulos que tém a hipotenusa e um cateto congruen-
tes sdo congruentes.

-y Dados dois triangulos retangulos AABC e ADEF

— com os angulos retos nos vértices C e E, respec-
tivamente, as hipotenusas AB e DF congruentes,

assim como os catetos AC e DE, “colando” esses

a0 * triangulos pelos catetos congruentes —, formamos

00 4 um tridngulo isosceles AABF. Dai temos que os an-
&=k B gulos dos vértices B e F sdo congruentes.

Retornando a correspondéncia AABC  ADEF temos agora uma congru-
éncia LAA , utilizando qualquer dos lados congruentes, o angulo reto e esse
novo angulo congruente. \olte, agora, ao exercicio 4 da pagina 20.

Nas construgfes geométricas, e nos problemas praticos, muitas vezes pre-
cisaremos de uma reta especial. Vejamos como ela pode ser encontrada num
exemplo.
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luz nossas idéias mais in-
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MATEMATICA

Dadas duas cidades A e B localizadas em uma regido idealmente plana,
gueremos construir uma estrada de forma que, ao percorré-la, estamos sem-
pre a igual distancia de cada uma das cidades.

B Se considerarmos 0 segmento de reta que
@‘ tem extremos nos pontos que representam
A - as cidades A e B, observamos que 0 ponto
médio M do segmento é um ponto que veri-
fica a condicdo estabelecida, isto é, é um
ponto tal que MA = MB (também chamado
um ponto equidistante de A e B).

Tomando um ponto X na estrada que pretendemos construir, temos que
AX = BX, e os triangulos AAMX ~ ABMX verificam o caso LLL de congru-
éncia. Como consequéncia, 0s angulos OAMX e [O0BMX sdo congruentes e,
portanto, sdo angulos retos. Verificamos assim, que o ponto X pertence a cha-

mada mediatriz do segmento AB, que é a reta do plano, perpendicular ao
segmento AB, que passa pelo ponto médio M.

Por outro lado, se considerarmos pontos Y na mediatriz do segmento, po-
demos verificar também, utilizando a congruéncia de tridngulos, que Y é
equidistante de A e B. Em resumo: a solugdo procurada para o tracado da
estrada é a mediatriz do segmento que une 0s pontos que representam as
duas cidades

B | P Para construir a mediatriz com régua e compasso é

“  suficiente construir duas circunferéncias de mesmo raio,
com centros nos pontos A e B, respectivamente. Os
_ _ pontos P e Q de interseccdo das circunferéncias nos
e ddo dois pontos distintos da reta mediatriz (justifique
através de uma congruéncia de triangulos).

Explorando a mediatriz

Dados trés pontos distintos e ndo colineares, (que
também podem ser considerados os vértices de um
triangulo), seja O o ponto de interseccdo das me-

diatrizes de dois dos segmentos (por exemplo, ABe -~
BC). Temos que OA = OB (O pertence a mediatriz
de AB) e OB = OC (O pertence a mediatriz de BC).

A partir das duas igualdades, temos que OA =
OB = OC. Logo, O é também um ponto da mediatriz

do segmento AC, e a circunferéncia com centro O e
raio r = OA=0B=0C ¢ a circunferéncia que passa
pelos pontos A, B e C, ou ainda, a circunferéncia
circunscrita ao triangulo AABC.
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Quando trabalhamos e estudamos propriedades dos
angulos, frequentemente precisamos dividi-los, encon-
trando angulos congruentes. No caso mais simples de di-
visdo nos utilizamos da bissetriz, que ¢ uma semi-reta
que forma, com os lados do &ngulo, dois novos angulos
com a mesma medida.

A construcdo da bissetriz usando a régua e o compasso é feita através de
trés circunferéncias: uma com raio qualquer e centro no vértice do angulo (de
forma que BA = BC) e as duas outras com 0 mesmo raio e centro nos pontos
de intersecgdo da primeira com os lados do angulo (de forma que AP = CP),
conforme a figura.

e
Os tridngulos correspondentes AABP — ACBP /
sdo congruentes, pelo caso LLL de congruéncia,
. ~ . o
pois os lados correspondentes sdo 0s raios das / e
o
—

circunferéncias e BP ¢ um lado comum. Conse-

guentemente, os angulos correspondentes desses %f’f
triangulos serdo congruentes, JABP O CBP e,
portanto, BP é a bissetriz procurada.

Os pontos da bissetriz ttm uma importante propriedade que a caracteriza
como um lugar geométrico: sdo pontos que estdo a mesma distancia dos lados
do angulo (que é o comprimento do segmento perpendicular), conforme ilus-
tra a figura a sequir:

Tomando um ponto X na bissetriz do angulo,

f’f os tridngulos retangulos correspondentes ABXP
f H“* « ABXQ serdo congruentes pelo caso LAA,
!/_,}.f“ logo, os lados correspondentes XP e XQ serdo

f congruentes.

Os comprimentos dos segmentos congruen-
tes XP e XQ sdo, por defini¢do, as distancias do
ponto X as semiretas BP e BQ, respectivamente.

-

Uma das aplicacBes préticas da bissetriz estd relacionada a determinagéo
do centro e do raio de uma circunferéncia que tangencia os trés lados de um
tridngulo, ou seja, do encaixe perfeito de uma tubulagdo numa regido triangu-
lar, como na figura abaixo.

O ““problema da menor distancia”
Outras propriedades importantes dos triangulos, cujas verificacbes sdo mais
trabalhosas, podem ser ainda obtidas utilizando congruéncias. Algumas delas sao:

Proposicdo: em um tridngulo, ao maior angulo opde-se o maior lado e,
reciprocamente, ao maior lado opde-se o maior angulo.




MATEMATICA

Por exemplo, na figura ao lado,
se m (OBAC) > m (OBCA), entdo BC > AB,
ou
se BC > AB, entdo m (UBAC) > m (UBCA).

Como consequéncia dessa propriedade, temos uma importante proprieda-
de dos tridngulos retangulos:

O angulo reto é o maior angulo de um tridngulo retdngulo e a hipotenusa o
seu maior lado.

Temos ainda:

Teorema (desigualdade triangular): em um tridangulo, o comprimento de
qualquer dos lados é menor do que a soma do comprimento dos outros
dois.

Se, no triangulo AABC acima, chamarmos a = BC, b = AC e ¢ = AB 0s
comprimentos dos trés lados, temos:

a<b+c
b<a+c
c<a+b

A desigualdade triangular nos permite resolver o chamado “problema da
menor distancia”.

Suponhamos que, dadas duas cidades situadas de um mesmo lado de uma
estrada, queremos construir um posto de abastecimento em um ponto da es-
trada de forma que, se formos de uma cidade a outra, com parada obrigatdria
no posto, a distancia percorrida ¢ a menor possivel. Onde deve ficar o posto?

Um esboco da solugdo é dado na figura a seguir: o ponto A’ é o simétrico
do ponto A em relacdo & reta que representa a estrada e o ponto R é a intersec-
¢do do segmento A’B com essa mesma reta.
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A congruéncia de triangulos
Foa nos garante que A'R = AR.

Tomando um ponto X, na reta
gue representa a estrada, X dife-
rente de R, teremos A’X = AX .

No triangulo AA’BX, pela de-
sigualdade triangular,

AR+ RB<A’X + XB, ou seja,
AR + RB <AX + XB

O ponto R nos da, portanto, a menor soma para as distancias percorridas
na viagem de A até B.

Finalmente, observamos que a desigualdade triangular nos da a condicéo
necessaria para que duas circunferéncias se interceptem, fato esse da constru-
cdo geométrica que estamos utilizando desde o inicio da discussdo sobre con-
gruéncia de tridngulos.

Como cada um dos pontos de
interseccdo de duas circunferéncias

K . determina com 0s seus centros um

!-" v R N triangulo, como na figura ao lado,

n | devemos ter a relagdo entre os raios
patT—+—n i (r e R) e a distancia (d) entre os cen-

tros verificando a desigualdade tri-
angular em qualquer ordem, isto é:

d<r+R
R<d+r
r<d+R
Umexemplo
No tridngulo AABC da figura, qual é o
maior angulo? E o menor?
7 a

O maior angulo sera o angulo JACB, que
se opBe ao maior lado (AB) e 0 menor angu-
lo serda JABC que se opbe ao menor lado

(ACQ).

L)

Agora faca vocé

1. Em um tridngulo APQR, temos os angulos dos vértices P, Q e R medindo,
respectivamente, 72°, 37° e 71° Indique qual o maior lado e qual o menor
lado do triangulo.

2. Complete as desigualdades, considerando os tri-
angulos adequados, na figura ao lado:
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3. Verifique se é possivel construir um triangulo cujos lados tenham por com-
primento:

a) 12cm, 9cm e 20 cm b) 12cm, 12cm e 20 cm

c)lcm, 1cm, 1cm d) 12cm, 9cm, 2 cm

4. Se um triangulo is6sceles tem um lado que mede 10 cm e o outro medindo 4 cm,
0 que podemos afirmar sobre o comprimento do terceiro lado?

5. Se um triangulo tem dois lados medindo 10 cm, o que se pode dizer sobre
0 comprimento do terceiro lado?

6. Os comprimentos dos lados de um tridngulo sdo dados por 2x-3, x+6 e 3x-

12 unidades. Verifique que, se o triangulo for isosceles, entdo ele sera equila-
tero.
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Unidade 2

Semelhancas

A relacdo de congruéncia estudada na unidade anterior é essencial no desenvol-
vimento da moderna tecnologia. Como exemplo, citamos a produgdo em série
de veiculos automotores que s6 é possivel gragas a confecgdo de varias copias
congruentes, idénticas em tamanho e forma de seus componentes.

Analogamente, a relagdo de “mesma for-
ma” tem um papel importante em nosso coti-
diano. O projeto de constru¢do de um edificio
ou de uma aeronave, por exemplo, com fre-
guéncia requer a produgdo de modelos e ma-
guetes em miniatura, com a mesma forma que
0 objeto original, permitindo obter um amplo
entendimento de sua complexa estrutura.

A ampliacdo ou reducdo fotografica é outro recurso utilizado para revelar
com detalhes aspectos intrincados de certas situagdes, como a confeccdo da
planta de uma cidade, por exemplo. Trata-se de um processo Util, pois preser-
va a forma dos objetos fotografados.

Nesta unidade queremos responder a duas questes basicas. Qual o signi-
ficado matematico de “mesma forma”? Que propriedades geométricas carac-
terizam duas figuras (entenda-se por figura um conjunto ndo vazio de pon-
tos) que possuam a mesma forma?

Para ampliar ou reduzir um tridngulo AABC, fixamos um ponto qualquer
O no plano do triangulo e, a partir dele, tracamos semi-retas que passam pelos
vértices do triangulo. Uma possivel ampliacdo é obtida considerando-se os

pontos A", B e C” pertencentes as semi-retas 6%’, OB e HC', respectivamente,
tais que OA” = 30A, OB” = 30B e OC” = 30C. Usando uma régua graduada,
um compasso ou um transferidor podemos verificar que

A'B"=3AB,B'C =3BC,AC=3ACe
m (OJA") =m (OA), m (OB") =m (OB), m (OC") =m (OC)

A a°

Organizadores
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MATEMATICA

A correspondéncia que a cada ponto P de um fixado plano, P distinto de O,

associa o Unico ponto P* da semi-reta OP tal que OP” = k.OP chama-se
homotetia de centro O e razéo k > 0.

O ponto P” é chamado a imagem de P pela homotetia. A imagem do centro
O é, por definicdo, o proprio ponto O. Se determinarmos a imagem de todos
0s pontos de uma figura F, obteremos uma segunda figura F~ chamada a
imagem homotética de F.

Observe que se escolhermos a razdo k como sendo um ndmero real k > 1
entdo F~ serd uma ampliacdo de F enquanto que se a razdo k satisfizer 0 <k < 1
entdo F~ sera na verdade uma reducgdo de F.

"x

Voltando ao nosso primeiro exemplo, podemos perguntar sobre as possi-
veis propriedades da imagem homotética F* no caso em que F é uma das retas

AB, BC ou AC. O desenho apresentado parece indicar que ndo apenas F~ sera
também uma reta como sera uma reta paralela a reta original.

Duas retas distintas r e s séo ditas paralelas (notagdo: r // s) se forem copla-
nares e nao se intersectarem.

Repetindo, dadas duas retas distintas r e s temos r // s se e somente se:

a) existirumplanooa talquerdaesa;
b) rns=0

Para que possamos estabelecer condi¢bes que garantam o paralelismo entre
duas retas, algumas defini¢cdes adicionais sdo necessarias.

Uma transversal em relacdo a duas retas coplanares é uma reta que as
intersecta em dois pontos distintos.

Em cada uma das figuras seguintes a reta t é uma transversal as retas r e s. Além
disso, os angulos indicados por (11 e 02 sdo chamados angulos alternos-internos.
Observe que retas cortadas por uma transversal podem ndo ser paralelas.
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Dadas duas retas cortadas por uma transversal, se Ox e Oy sdo angulos
alternos-internos e se [ly e [Jz sdo angulos opostos pelo vértice, entdo [Ix e
Oz sdo chamados angulos correspondentes.

Ox e Oz: angulos correspondentes

Uma observacdo facil, porém importante, € que se um par de angulos
alternos-internos é formado por angulos congruentes, entdo o outro par de
angulos alternos-internos também é formado por angulos congruentes. Isto &,
se Ox O0Ox entdo Oy OOy e, reciprocamente, se Oy OOy entdo Ox O OX.

Proposigdo. Dadas duas retas cortadas por uma transversal, se um par de
angulos alternos-internos é formado por angulos congruentes, entdo as retas
sdo paralelas.

Na figura abaixo temos que se [OOx O X" entdo r // s.

Podemos dar outras condicdes suficientes para o paralelismo entre duas
retas usando angulos correspondentes no lugar de angulos alternos-internos.
Para isso devemos observar inicialmente que se um par de angulos correspon-
dentes é formado por angulos congruentes entdo qualquer par de angulos
alternos-internos também é formado por angulos congruentes (lembre-se que
angulos opostos pelo vértice sdo congruentes).

. ;r,-* * Ox 00z ]
A 0 x O0Ox
i . Oz0O0x

Consequentemente temos a seguinte condicdo:

Proposicdo. Dadas duas retas cortadas por uma transversal, se um par de
angulos correspondentes é formado por angulos congruentes, entdo as retas
sdo paralelas.
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Na figura abaixo temos que se x [0z entdo r // s.

Qualquer uma dessas proposi¢des nos permite resolver o seguinte proble-
ma basico da Geometria Plana:

Dados uma reta r e um ponto P fora de r, tracar, com régua e compasso,
uma reta s que passa por P e é paralela ar.

A solucdo é simples. Seja t uma reta arbitraria que passa por P e intersecta
r num ponto Q, escolha sobre r um ponto B distinto de Q. Este ponto B esta
em um dos semi-planos definido pela reta t. No outro semi-plano construa, a

partir da semi-reta ﬁf, 0 angulo OOQPA congruente ao angulo CJPQB. A reta
determinada pelos pontos P e A é a paralela procurada.

P
e
B A

T/
-

.-__.-"

|'.~_.-:'v-.
B0
.-__.-"'

E

O leitor mais atento deve notar que a construcdo acima prova a existéncia
da paralela a uma dada reta por um ponto dado. Sera possivel provar também
a unicidade de tal paralela? Esse problema desafiou os matematicos durante
mais de 2.000 anos, desde a antiga Grécia, e o resultado obtido foi a necessi-
dade de se introduzir um novo postulado na Geometria, conhecido hoje como
postulado das paralelas. A titulo de informacdo, destacamos que a solugdo
desse problema culminou com a descoberta das primeiras geometrias néo
euclidianas. Mas isso é uma outra historia...

Postulado das paralelas: dados uma reta r e um ponto P fora de r, existe no
mAaximo uma reta s que passa por P e é paralela a r.

E através do postulado acima que podemos provar os reciprocos das pro-
posicOes anteriores.

Proposicdo. Se duas retas paralelas sdo cortadas por uma transversal, entdo am-
bos os pares de angulos alternos-internos sdo formados por angulos congruentes.

Proposicdo. Se duas retas paralelas sdo cortadas por uma transversal, entdo
cada par de angulos correspondentes é formado por angulos congruentes.

Como consequiéncia das proposicdes acima, dadas duas retas cortadas por
uma transversal, temos um resumo dos pares de angulos determinados e de
suas propriedades quando as retas forem paralelas:

y
"y

L

30



MODULO III - GEOMETRIA PLANA

Angulos alternos internos (congruentes): Ox” e Oz, Oy” e Ow
Angulos alternos externos (congruentes): 0w’ e Oy, Ox e 07

Angulos correspondentes (congruentes): Ox e Oz, Oy e Ow’, Ox" e Oz', Oy
e Ow

Angulos colaterais internos (suplementares): Oy” e Oz, Ox" e Ow

Angulos colaterais externos (suplementares): Ow” e Ox, Oy e 0z

Umexemplo

: De uma posicdo representada

198 * pelo ponto P, no interior de uma sala,

e sdo conhecidos os angulos entre 0s

AP segmentos AP e BP e as paredes.

Qual sera o angulo de visdao OAPB

~ ano * que permite que enxerguemos 0S

= pontos A e B situados em paredes
opostas?

A solugdo para o problema pode ser obtida com o auxilio de uma paralela
pelo ponto P, como na figura a seguir:

Dessa forma, temos dois pares - R = T
de angulos alternos internos. No g
primeiro par, a medida do angulo :“_'-_-+._5 R
OAPQ é 19° e no segundo par, a ¥ 5

medida do angulo OBPQ é 40°. Dali,
a medida do angulo JAPB sera a )
soma das medidas: o

m (OAPB) = m (JAPQ) + m (OBPQ) =
19° + 40° = 59°

Ainda como conseqiiéncia do postulado das paralelas, temos um dos mais
conhecidos resultados sobre triangulos:

Proposicdo. A soma das medidas dos angulos de qualquer tridngulo é igual
a 180°.

Sua demonstracdo ndo é dificil e pode ser acompanhada na figura abaixo.
[

P £
LoD
;o= e
s T

___Dado um triangulo AABC, seja r a reta que passa por B e € paralela ao lado
AC. Sendo Ox, Ox’, Oy, Oy e Oz os angulos indicados na figura temos:

m (Ox) =m (Ox") e m (dy) = m (Oy") por serem alternos internos e r JIAC.
Mas, pelas propriedades de adicdo de angulos, temos:

m (Ox) + m (0z) + m (Oy") = m (Ox") + m (JABD) = 180°.

E finalmente, por substituicdo simples, concluimos que:

m (Ox) + m (Oz) + m (Oy) = 180°.
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Terminada essa breve apresentacdo sobre paralelismo de retas, voltamos
nossa atencdo novamente para as homotetias destacando principalmente quais
figuras geométricas e quais medidas sdo preservadas por uma homotetia de
razdo k. Veja os desenhos abaixo.

" Vi
O S
rhN W, "B
LT o { e
O B ¢
BTN, A 0=
“\} s g i IJ\"-\/
Fras L o ]'I'."
0 * #5=
" 0

1. A relagdo “estar entre” é preservada, isto €, se B esté entre A e C entdo
B” estd entre A" e C'.

2. Retas sdo preservadas, isto é, se r € uma reta entdo o conjunto r das
imagens de todos os pontos de r é também uma reta. Mais ainda, ou r" = r
ou r’ éparalelaar.

3. Segmentos e semi-retas sdo preservados, isto é, a imagem de um seg-
mento AB é um segmento A'B" e a imagem de uma semi-reta AB é uma
semi-reta A'B’".

4. Angulos e suas medidas sdo preservados, isto é, a imagem de um angu-
lo OABC é um angulo JA'B'C" e m (OABC) =m (DA'B'C).

5. A razdo das distancias é preservada, isto ¢, dados os pontos A, B, C e D
temos

=k

Observamos que as propriedades acima nos respondem a primeira ques-
tdo bésica colocada no inicio desta unidade. Dada uma figura plana F e sua
imagem F~ por uma homotetia de razdo k, o fato de que a distdncia A'B” é k
vezes a distancia AB para cada par de pontos distintos A e B de F e o de que
a medida dos angulos formados sdo preservados constituem os atributos ma-
tematicos necessarios para que F e F~ tenham a mesma forma.

‘i~

b

.\"\.
"

L

Embora as propriedades das homotetias possam ser verificadas experi-
mentalmente, por exemplo, utilizando-se os instrumentos de desenho (régua,
compasso e transferidor), todas elas podem ser provadas a partir de um dos
mais importantes teoremas da Geometria conhecido como Teorema de Tales
e do seu reciproco.
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Sejam a, b, c trés retas distintas e paralelas cortadas por duas transversais
tet nos pontos A, B, C (emt) e A", B, C" (em t") como na figura abaixo.

Suponha inicialmente que AB = BC.

||lI i [!.-I-' '-l.. B

Se t e t” sdo retas paralelas, entdo propriedades elementares de paralelo-
gramos (ver exercicio 9) nos garantem que AB = A'B", BC = B'C’ e, portanto,
A'B” = B'C". Em outras palavras, podemos escrever que AB 1 AB

= : u vras, ver que —=1=——.
p p q BC BC

Se t e t" ndo sdo retas paralelas, tragcamos por B” uma reta auxiliar u para-
lela a reta t. Como AB = XB" e BC = B'Y segue da congruéncia dos triangulos
AA'B'X e DC'B’Y (vocé é capaz de identificar qual caso de congruéncia
estamos usando?) que A'B” = B"C’. Isto €, obtemos novamente a conclusao

O teorema de Tales generaliza esse resultado descartando a hipdtese inicial
AB = BC. Sua demonstracdo no caso mais geral foge do objetivo dessas notas.

Teorema (Tales). Sejam a, b, ¢ trés retas distintas e paralelas cortadas por
duas transversais t e t” nos pontos A, B, C (emt) e A", B", C" (em t") como na

fi bai Entd AB_AB
Igura abalxo. enta0 —==—.
g BC B'C’
\ i g
g ll". .-"I.
J | Y S
& L Ll ;A
i} + 4 ¥ —
; ! I":.'"
r L
; ”_,-" 1\ B B |!-II.-".l|§
ry i F Y
/! I'. / \
-. II ) III.
L/ \C . C/ X
& i T
Ly L g '

E interessante observar que o resultado acima admite uma espécie de reci-
proca que é igualmente importante em fungdo de suas aplicacoes.

Proposi¢do. Sejam a, b, c trés retas distintas cortadas por duas transversais t e
t" nos pontos A, B, C (emt) e A", B", C" (em t") como na figura abaixo. Se
AB A'B’ . . .
E:B’—C’ e duas das retas a, b, ¢ forem paralelas, entdo a terceira reta sera
paralela as duas primeiras.

Temos visto anteriormente que uma dada figura plana F e sua imagem
homotética F~ tém sempre a mesma forma. A situagdo inversa, porém, ndo €
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verdadeira. Duas figuras podem ter a mesma forma sem que uma seja a ima-
gem da outra por uma homotetia.

Por exemplo, partindo de uma figura e de sua imagem homotética, ao
rotacionarmos uma delas ndo destruimos a qualidade de ambas terem a mes-
ma forma. Contudo, elas agora ndo podem ser transformadas uma na outra
por uma homotetia, uma vez que uma reta e sua imagem homotética sdo ou
coincidentes ou paralelas.

@

‘ .
s &

A

A observacdo acima nos indica que o estudo da relacdo “mesma forma”,
também chamada de semelhanca, envolve além da homotetia um certo
reposicionamento de uma das figuras no plano que a contém.

Duas figuras planas F e G sdo semelhantes se uma delas é congruente a
uma imagem homotética da outra.

Assim F e G sdo semelhantes se G é congruente a F~ onde F~ é a imagem
de F por uma homotetia.

Note que esta definicdo de semelhanca ndo é restrita apenas a triangulos
ou mesmo a poligonos. Ela aplica-se a todas as figuras planas em geral. Em-
bora ela reflita de modo preciso a idéia que temos de “mesma forma”, existem
diversos problemas praticos em que é mais conveniente descrever a seme-
Ihanca em termos de medidas angulares e raz6es de medidas de segmentos.

Por exemplo, quando um arquiteto projeta um
apartamento e existe a necessidade da confec¢éo
de uma planta em uma certa escala, que medidas
devem ser tomadas?

Como as homotetias preservam a medida angular e a razdo das distancias
entre pontos, a definicdo abaixo resolve nosso problema.

Dois poligonos sdao semelhantes se existir uma correspondéncia biunivoca
entre seus vértices, de modo que angulos correspondentes sejam congruen-
tes e lados correspondentes sejam proporcionais.

Logo, quando dizemos que o tridngulo AABC é semelhante ao triangulo
AA'B’C” (notacdo: AABC ~ AA'B'C") estamos assegurando que A - A’,
B - B, C - C" é a correspondéncia biunivoca onde
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m (JA) = m (JA), m (OB) = m (OB"), m (OC) = m (OC")

AB  BC AC _
A'B’ BC AC

A constante k é chamada a razdo de semelhanca e nos da a escala dos mapas
ou das plantas. Note, em particular, que se dois tridngulos sdo congruentes
entdo eles também sdo semelhantes, com razdo de semelhanca igual a 1.

Assim como na congruéncia, para os tridngulos temos os chamados casos
de semelhanca, que nos permitem verificar a sua semelhanca a partir da com-
paracdo de algumas de suas medidas.

Caso Angulo — Angulo (AA) - Dados dois triangulos AABC e AA'B'C’, se
m (COA) =m (0OA") e m (OB) = m (OB") entdo OABC ~ OA'B'C".

Caso Lado — Angulo — Lado (LAL) - Dados dois triangulos AABC e AA'B'C,

sem (OA)=m (OA) e AB _ AC entdo AABC ~ AA'B'C’
- AB AC '
Caso Lado - Lado — Lado (LLL) - Dados dois triangulos AABC e AA'B'C’,

AD _ B _ A€ entio AABC ~ AMAB'C
“AB BC AC 0 ‘

Suas provas envolvem uma adequada aplicacdo do teorema de Tales. Por

exemplo, no caso AA consideramos X e Y nas semi-retas AB e Ké, respecti-
vamente, tais que AX =A" B e AY = A'C".
%

.
A e

1 L Ly
Pelo caso LAL de congruéncia temos AAXY OAA'B'C” e, portanto, m
(ODAXY) =m (OB"). Como m (OB) = m (OB") segue que m (JAXY) =m (OB).

Logo as retas XY e BC sdo cortadas pela transversal BX formando um par
de angulos correspondentes congruentes. Concluimos que XY // BC e, pelo

XB YC , - . .
teorema de Tales, temos —=—-——. Um célculo algébrico simples nos d&

AB_AC AX AY
AX AY
Mas AX = A'B” e AY = A'C” de modo que ﬁ_i Analogamente
A'B" A'C
mostramos que i_ﬂ ou seja, AABC ~ AA'B'C".
A'C" B'C’

Os demais casos sdo provados usando-se idéias similares.
Queremos aqui enfatizar que os casos acima valem exclusivamente para

tridngulos. O caso AA nos diz que a congruéncia de angulos correspondentes
é suficiente para garantir a proporcionalidade dos lados correspondentes. Ja o
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caso LLL nos diz que a proporcionalidade dos lados correspondentes implica
na congruéncia dos angulos correspondentes.

A seguir, o primeiro desenho exibe dois retdngulos — portanto, com angu-
los correspondentes congruentes (todos retos) —, sem que eles sejam seme-
Ihantes. O segundo mostra um retdngulo e um paralelogramo com lados cor-
respondentes proporcionais, sem que eles sejam semelhantes.

-
.

& I

Agora faca vocé

1. A medida de um angulo de um tridngulo é 25° maior que a medida de um
segundo angulo e a medida do terceiro é 19° menor que duas vezes a medida
do segundo. Calcule cada medida.

2. Na figura ao lado determine a medida de cada e

angulo.

3. As medidas dos angulos de um triangulo estdo na razdo de 1:2:3. Ache as
medidas de cada angulo.

4.Se AB é paralela a DC emm (OBAD) = 115°, quanto vale m (LADC)? Se,
além disso, AD é paralela a BC, quanto vale m (JBCD)?

|'Ilr 'III
A .l'l H
" - i
115
e !

5. Considere a figura abaixo a esquerda e prove que a + b = x + .
- R

— b q e T

Tx | T

\ { £ " s HH“H

i
h

| ol !

il ¥y pi .,

iy

i
v

6. Na figura acima a direita JPRQ é um angulo reto, QT = QV e PS = PV.
Mostre que a medida indicada por x é igual a 45°.
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7. Na figura abaixo AD ¢ bissetriz do OCAB e CA = CD. Mostre que CD é
paralela a AB.

/ Cr =B
HL \
& I'u -
AE
'l s .-___.-' b
- %
A ] l".; I ]

8. Na figura acima AB e CB dividem-se ao meio em E. Mostre que AD é
paralelo a CB.

9. Um paralelogramo é um quadrilatero no qual ambos os pares de lados opos-
tos sdo paralelos. Verifique que num paralelogramo ABCD temos AABC [A CDA.
Conclua dai que dois lados opostos de um paralelogramo sdo sempre congru-
entes.

10. Se ABCD é um quadrilatero tal que AB 0CD e BC O DA, mostre que
ABCD é um paralelogramo.

11. Dois angulos opostos de um paralelogramo sdo congruentes e suas diago-
nais se dividem ao meio. Prove essas propriedades.

12. Nos paralelogramos abaixo calcule as medidas de seus &ngulos.

b Iy
! _.-":- __.-""r J 2 = i
Nlis v/ e/ T i /

13. Um retangulo é um quadrilatero cujos angulos sdo todos retos. Um losango
é um paralelogramo cujos lados sdo todos congruentes. Um quadrado é um
retdngulo cujos lados sdo todos congruentes. Indique se as afirmacdes abaixo
sdo verdadeiras ou falsas. Justifique.

a) Todo retangulo é também um paralelogramo.
b) Todo quadrado é um paralelogramo.

c) Todo losango é um quadrado.

d) Todo retangulo é um quadrado.

e) Todo quadrado é um retangulo.

f) Todo quadrado é um losango.
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14. Nos retangulos abaixo calcule as medidas angulares x e y.

: - ; —
e, — . SE-
T S

’
. - e
- = =)

.-"'ll.

15. Prove que o quadrilatero formado pelas bissetrizes dos angulos de um
paralelogramo é um retangulo.

h i ; 1

- “
s oy I_"I".er‘)}"ll R
1 b = 1 h
. _I.l'", i

z4 | !
= u:. \ 12 W,/ \x Y
e A b
I 1 ]

17. Nas figuras abaixo temos DE // BC. Calcule o valor de x.

18. Indique os pares de tridngulos abaixo que sdo semelhantes e o caso cor-
respondente.

19. Cada par dos triangulos AABC e AA'B'C" das figuras abaixo sdo seme-
Ihantes. Calcule a razo de semelhanca e as medidas indicadas por x e y.

: - il
| .
B
| B / A
oA ¥ B’ C B A A L
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20. O perimetro de um triangulo AABC é 90 cm. O perimetro de um tridngulo
AA'B'C” semelhante ao primeiro é 15 cm. Qual a razdo de semelhanca entre os

triangulos?

21. Os lados de um triangulo medem 8 cm, 18 cm e 16 cm. Um tridngulo
semelhante a este tem 21 cm de perimetro. Calcule as medidas dos lados do

segundo triangulo.

22. Para cada par dos triangulos abaixo, indique quais sdo semelhantes. Justi-

fique sua resposta usando os casos de semelhanca.

a) frh_ﬁ"‘ | b)

AE BE

23. Na figura abaixo temos 2= — 2= Mostre que AB é paralelo a DC.
EC ED

24. E possivel dois triangulos serem semelhantes se

a) dois angulos de um deles medem 60° e 70°, enquanto dois angulos do

outro medem 50° e 80°?

b) dois angulos de um deles medem 45° e 75°, enquanto dois angulos do

outro medem 45° e 60°?

c) um deles tem um angulo de medida 40° e dois lados de comprimento 5,
enquanto que o outro tem um angulo de medida 70° e dois lados de medi-

da 8 cada um?

d) um deles tem lados de comprimentos 5, 6 e 9, enquanto que 0 outro tem

um perimetro igual a 8.420.000?

25. Na figura abaixo ABCD é um quadrado, AE = 4 e AF = 6. Calcule a

medida Xx.
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26. Uma bola de ténis é sacada de uma altura de 2,10 m e passa rente a rede a
uma altura de 0,90 m. Se a bola é sacada de uma linha a 11,70 m da rede e
segue em linha reta, a que distancia da rede ela atingira a quadra?
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Unidade 3
RelacOes metricas no

triangulo retangulo

Organizadores

Antoénio Carlos
Brolezzi

Um triangulo retédngulo é um triangulo que tem Elvia Mureb Sallum
um angulo reto. O lado oposto ao angulo reto é cha-
mado hipotenusa e 0s outros dois lados sdo chama- e
dos catetos. Os angulos nio retos de um triangulo Elaboradora
retdngulo sdo agudos e complementares, isto €, a apo Claudia Cueva
soma de suas medidas é igual a 90°. Candido

hapoasnes e Martha S. Monteiro

Por um vértice de um triangulo podemos tomar a perpendicular ao lado
oposto a ele. Uma altura do triangulo é o segmento dessa perpendicular com
extremos no vértice considerado e no ponto de interseccdo da perpendicular
com o lado oposto.

I
i
_:'l,.

Tomemos um triangulo retdngulo com angulo reto no vértice A. As nota-
¢cOes que usaremos sdo as da figura a seguir, onde temos:

B a

a: medida da hipotenusa BC

b: medida do cateto AC

c: medida do cateto AB

m: medida da projecdo do cateto AB sobre a hipotenusa
n: medida da projecdo do cateto AC sobre a hipotenusa
h: medida da altura AD relativa & hipotenusa
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Se dividirmos um tridngulo retangulo pela altura relativa a hipotenusa,
encontraremos dois triangulos retdngulos semelhantes entre si e semelhantes

ao triangulo original.
Para visualizar tais semelhangas, recorte uma folha de papel pela diagonal,

obtendo dois tridngulos retdngulos congruentes; separe um dos triangulos re-

tangulos e recorte o outro pela altura relativa a hipotenusa.

Os trés recortes estdo ilustrados na figura abaixo:

m
Observe, nos seus recortes, que mCODBA = mOABC e mODCA = mOACB
e que, em cada triangulo, os angulos ndo retos sdo complementares, ou seja:
mOABC + mOACB = 90°
mODBA + mODAB = 90°
mODCA + mODAC = 90°
Das igualdades acima concluimos que mCODAC = mOABC e mODAB =

mOACB.
Portanto, os trés tridngulos sdo semelhantes pelo caso AA de semelhanca:

AABC ~ ADAC ~ ADBA

Podemos deduzir vérias relacbes de proporcionalidade entre os lados. Por

exemplo:
a b
AABC ~ ADAC O 5 O b?2=an (1)
n
a C
AABC ~ ADBA 0 Pl 0 ¢?=am (2)
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| o

AABC ~ ADBA 0 —=— 0 ah = bc (3)

= o g

ADBA ~ ADAC O — =— 0 h? = mn (4)

>3 =

n
Observamos que seis outras relagbes podem ser obtidas das trés seme-
Ihangas acima e que todas elas decorrem das relagfes (1), (2) e (4).
Ao somarmos as igualdades (1) e (2) obtemos
b2+ c2=an+am=a(n + m) = a2

Este é um dos mais conhecidos resultados da Geometria Plana:

Teorema de Pitagoras

Em um tridngulo retdngulo, o quadrado da medida da hipotenusa é igual a
soma dos quadrados das medidas dos catetos.
Reciprocamente, se temos um tridngulo ABC em que a (medida do lado ﬁ),
b (medida de AB) e ¢ (medida de) AC sdo tais que a2 = b2 + c2, entdo AABC é
retangulo em A.

Para verificar esse fato, basta construir o tridngulo AMNP retangulo em M
com catetos de medidas b e c. Seja x a medida da hipotenusa NP. Pelo teorema
de Pitagoras, x2 = b2 + c2 e da igualdade acima devemos ter x = a. Logo, 0s trés
lados dos tridngulos sdo congruentes e pelo caso LLL de congruéncia de tri-
angulos concluimos que AABC = AMNP. Logo, os trés angulos sdo congruen-
tes e, em particular, o angulo de vértice A € reto, ou seja, 0 AABC é reto em A.

Aplicacdes:

1) Diagonal do quadrado

O quadrado é um paralelogramo em que a diagonal d
de um quadrado de lado | divide-o em dois triangulos
retdngulos de hipotenusa d e catetos iguais a .

Pelo teorema de Pitagoras, d2 = 12 + I2 e, portanto,

d =12

2) Altura do tridngulo eqilatero

A altura h de um tridngulo equilatero de lado M
| coincide com a mediatriz do lado, e, como ja Y
vimos, divide-o em dois tridngulos retangulos i kY
congruentes de hipotenusa igual a | e catetos f xx.m .
iguais a 1/2 e h. r Ay

.I"r Il? ""\.
Pelo teorema de Pitagoras / Y
3 _.-"'I '-._"-
t2 = h2 + (|/2)2 D h2 = Z |2 S/ - -\..-\.
0 h= ﬁ.l
2

43



MATEMATICA

Agora faca vocé

1. Um homem percorre 1 km em direcdo norte, 2 km em diregdo leste, 3 km
em direcdo norte e 4 km em direcdo leste. A que distancia 0 homem esta do
ponto de partida?

2. Uma escada de 2,6 m de comprimento estad apoiada em uma parede a dis-
tancia de 1,0 m da parede. Qual a altura que a escada atinge na parede?

3. Em um tridngulo retdngulo um cateto é 7 cm maior que o outro e a hipote-
nusa mede 13 cm. Determine as medidas dos catetos.

4. Calcule as medidas dos lados de um triangulo retangulo cujo perimetro é
36 cm sabendo que um cateto excede 0 outro de 3 cm.

5. A hipotenusa de um triangulo retangulo isésceles mede 542 cm. Qual a
medida de cada cateto?

6. Determine as medidas da base e da altura de um retangulo sabendo que sua
diagonal mede 10 cm e que a sua base excede a altura de 2 cm.

7. Um trapézio isdsceles de bases 4 cm e 6 cm tem altura igual a 2 cm. Calcu-
le a medida dos lados congruentes entre si.

8. Calcule os catetos de um triangulo retangulo em que a hipotenusa mede
25 cm e a altura relativa a hipotenusa mede 12 cm.

9. Os catetos de um triangulo retdngulo medem 6 cm e 8 cm. Determine as
medidas das projecGes dos catetos sobre a hipotenusa.

10. Dois automdveis partem no mesmo instante de um entroncamento de duas
estradas perpendiculares, um em direcdo ao Norte a 60 km/h e o outro em dire-
cdo a Oeste a 80 km/h. Qual a distancia entre eles ap6s 4 horas de viagem?

11. Qual a medida da hipotenusa de um tridngulo retdngulo em que a soma
dos gquadrados dos catetos com o quadrado da hipotenusa é igual a 392 cm?

12. Calcule a altura do triangulo isdsceles de base 8 cm e com lados congru-
entes medindo 5 cm.

13. Calcule a medida da hipotenusa de um triangulo retangulo isésceles sa-
bendo que o produto das medidas de seus catetos é igual a 8.

Um pouco de Trigonometria

Considere o angulo agudo de vértice A na figura a seguir. Podemos cons-
truir tridngulos BAC e B"AC’retdngulos em B e B, respectivamente, tragcando
BC e B'C’, ambos perpendiculares a AB.

Os triangulos tém dois angulos congruentes e sdo, portanto, semelhantes,
pelo caso AA de semelhanca de tridngulos.

. r’"'if ABCA ~ ABCAD —C - AC_AB
/f B'C° AC’ AB’

Dessas relacGes podemos concluir que:

- BC_B'C’ AC_AC" BC_B'C

AC AC' AB AB " AB AB’
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Isso quer dizer que as razdes entre os lados de um triangulo retangulo,
chamadas razdes trigonométricas, ndo dependem do tamanho do triangulo,
mas sim da medida do [IBAC, e recebem nomes especiais.

Se denotarmos por a a medida em graus do angulo agudo BAC, defini-
mos seno, co-seno e tangente do angulo a:

BC cateto oposto
senad =——=—"_"___ cos a
AC  hipotenusa

_ AB _ cateto adjacente
T AC hipotenusa

BC cateto oposto
fga= AB ~ cateto adjacente
Calculo das razdes trigonomeétricas de alguns
angulos especiais
1. Seja 0 AABC retangulo em B e tal que a medida do [JBAC é 45°. Observe
que tal triangulo é is6sceles. Como ja vimos, as medidas dos lados ndo impor-
tam e vamos escolher o tridngulo com catetos de medidas AB = BC = 1. Pelo

teorema de Pitagoras, a hipotenusa mede AC = /2.

|
Agora é facil ver que sen 45° = cos 45° e que tg 45° = 1.

2. Para calcularmos as razdes trigonométricas do angulo de 60°, vamos consi-
derar o tridngulo equilatero ABC de lado a = 1. J& vimos, como conseqiiéncia

B

do teorema de Pitagoras, que sua altura AD tem medida h = R O ADBA,

3

retdngulo em D, tem hipotenusa de medida a = 1 e catetos de medidas h = -

1
e f—
2

NORNY

1
. Concluimos que sen 60° = g €os 60° = 3 e tg 60° = NEY

I 1z

3. Para determinarmos as raz@es trigonométricas do angulo de 30°, basta ob-
servarmos, na construcdo anterior, que o [IBAD é complementar do CJABC e,

a 1 .
portanto, mede 30°. O cateto oposto ao OBAD mede 5 25 e 0 cateto adjacen-

1
g. Entdo, temos: sen 30° = > cos 30° = g etg30° = g

te a ele mede h =
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Resumindo:

a sena | cosa tg a
1

30° — ﬁ ﬁ
2 2 3

45° Q Q 1
2 2

RN
60 - > \/§

Os valores da tabela acima serdo muito utilizados na resolucéo de problemas:
é muito importante memoriza-los ou recordar das propriedades e dos calcu-
los que foram desenvolvidos para encontré-los.

Propriedades das raz6es trigonometricas
Podemos verificar que valem as propriedades:

1. Se a e 3 sdo angulos complementares, entdo sen a = cos [3 e cos a = sen f.

2. Se a é um angulo agudo de um triangulo retadngulo qualquer, entdo:

sen a
Cos d

tga =

3. Se é é um angulo agudo de um triangulo retdngulo qualquer, ento:

sen?a + cos?a =1

Para tanto, considere o triangulo retdngulo da figura

h

e utilize as relagdes trigonométricas para escrever sen a, cos d, tg a, etc. em
funcdo dos comprimentos a, b e c e, depois, verificar as propriedades 1, 2 e 3.

Agora faca vocé

1. Quais sdo os angulos agudos de um tridngulo retdngulo em que o quadrado
da hipotenusa é o dobro do produto dos catetos?

2. Um observador vé um edificio construido em terreno plano, sob um angulo
de 60°. Se ele se afastar do edificio mais 30 metros, passara a vé-lo sob o
angulo de 45°. Calcular a altura do edificio.

3. Os lados AB e AC de um triangulo ABC medem respectivamente a e 2a,
sendo 45° o0 angulo formado por eles. Calcular a medida da altura BD e o lado
BC do triangulo em fungdo de a.
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4. (FAUUSP-67) As bases de um trapézio retangulo sdo b e 2b e um dos angu-
los mede 60°. Calcular a altura.

5. Um dos angulos agudos de um trapézio isosceles mede 60°. Sendo os lados
ndo paralelos congruentes a base menor do trapézio e m a medida da base
menor, determine o perimetro do trapézio em funcdo de m.

6. A base maior de um trapézio isésceles mede 100 cm e a base menor 60 cm.
Sendo 60° a medida de cada um de seus angulos agudos, determine a altura e
0 perimetro do trapézio.

7. Determine tg a sabendo que E é ponto médio do lado BC do quadrado
ABCD.

FuvesT — GEOMETRIA PLANA

2003 — No trapézio ABCD, M é o ponto médio do lado AD; N esta sobre o
lado BC e 2BN = NC. Sabe-se que as areas dos quadrilateros ABNM e CDMN
sdo iguais e que DC = 10. Calcule AB.

=] L

7 N

& B

- AB BC
2 - N mento AC, toma- m ponto B form — = 2—.
003 0 segmento toma-se um ponto B de forma que AC AR

N BC ,
Entdo, o valor de — é:
AB

-1 d)ﬁ-l e)ﬁ-l

1
g5 DY 045 ; .

2002 — Um banco de altura regulavel, cujo assento tem forma retangular e de
comprimento 40 cm, apdia-se sobre duas barras iguais, de comprimento 60 cm
(ver figura 1). Cada barra tem trés furos e o ajuste da altura do banco é feito
colocando-se o parafuso nos primeiros, nos segundos ou nos terceiros furos
das barras (ver visdo lateral do banco, na figura 2).

A menor altura que pode ser obtida é:

a) 36 cm 39 om 24

b) 38 cm Fhem
c) 40 cm

d) 42 cm

e) 44 cm figera 1

figura 2

2002 — O triangulo retangulo ABC, cujos catetos AC e AB medem 1 e V3,
respectivamente, é dobrado de tal forma que o vértice C coincida com o ponto

D do lado AB. Seja MN o segmento ao longo do qual ocorreu a dobra e saben-
do que [INDB ¢ reto, determine:
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a) o comprimento dos segmentos CN e CM;

b) a area do tridngulo CMN.
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