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Cartas ao
Aluno



Carta da

Pro-Reitoria de Graduacéao

Caro aluno,

Com muita alegria, a Universidade de S&o Paulo, por meio de seus estudantes
e de seus professores, participa dessa parceria com a Secretaria de Estado da
Educacdo, oferecendo a vocé o que temos de melhor: conhecimento.

Conhecimento é a chave para o desenvolvimento das pessoas e das nagdes
e freqUentar o ensino superior é a maneira mais efetiva de ampliar conhecimentos
de forma sistematica e de se preparar para uma profissao.

Ingressar numa universidade de reconhecida qualidade e gratuita é o desejo
de tantos jovens como vocé. Por isso, a USP, assim como outras universidades
publicas, possui um vestibular tdo concorrido. Para enfrentar tal concorréncia,
muitos alunos do ensino médio, inclusive os que estudam em escolas particulares
de reconhecida qualidade, fazem cursinhos preparat6rios, em geral de alto
custo e inacessiveis a maioria dos alunos da escola publica.

O presente programa oferece a vocé a possibilidade de se preparar para enfrentar
com melhores condi¢cdes um vestibular, retomando aspectos fundamentais da
programacdo do ensino médio. Espera-se, também, que essa revisdo, orientada
por objetivos educacionais, 0 auxilie a perceber com clareza o desenvolvimento
pessoal que adquiriu ao longo da educacdo basica. Tomar posse da propria
formacdo certamente Ihe dara a seguranca necessaria para enfrentar qualquer
situacdo de vida e de trabalho.

Enfrente com garra esse programa. Os proximos meses, até 0s exames em
novembro, exigirdo de sua parte muita disciplina e estudo diario. Os monitores
e os professores da USP, em parceria com os professores de sua escola, estdo
se dedicando muito para ajuda-lo nessa travessia.

Em nome da comunidade USP, desejo-lhe, meu caro aluno, disposigdo e vigor
para o presente desafio.

Sonia Teresinha de Sousa Penin.

Pro-Reitora de Graduacgéo.



Carta da

Secretaria de Estado da Educacao

Caro aluno,

Com a efetiva expansdo e a crescente melhoria do ensino médio estadual,
os desafios vivenciados por todos os jovens matriculados nas escolas da rede
estadual de ensino, no momento de ingressar nas universidades publicas, vém se
inserindo, ao longo dos anos, num contexto aparentemente contraditorio.

Se de um lado nota-se um gradual aumento no percentual dos jovens aprovados
nos exames vestibulares da Fuvest — o que, indubitavelmente, comprova a
qualidade dos estudos publicos oferecidos —, de outro mostra qudo desiguais
tém sido as condigcGes apresentadas pelos alunos ao concluirem a ultima etapa
da educagdo bésica.

Diante dessa realidade, e com o objetivo de assegurar a esses alunos o patamar
de formacgdo bésica necessério ao restabelecimento da igualdade de direitos
demandados pela continuidade de estudos em nivel superior, a Secretaria de
Estado da Educagéo assumiu, em 2004, o compromisso de abrir, no programa
denominado Prd-Universitario, 5.000 vagas para alunos matriculados na terceira
série do curso regular do ensino médio. E uma proposta de trabalho que busca
ampliar e diversificar as oportunidades de aprendizagem de novos conhecimentos
e contelidos de modo a instrumentalizar o aluno para uma efetiva inser¢do no
mundo académico. Tal proposta pedagoégica buscara contemplar as diferentes
disciplinas do curriculo do ensino médio mediante material didatico especialmente
construido para esse fim.

O Programa ndo s quer encorajar vocé, aluno da escola publica, a participar
do exame seletivo de ingresso no ensino publico superior, como espera se
constituir em um efetivo canal interativo entre a escola de ensino meédio e
a universidade. Num processo de contribui¢cbes matuas, rico e diversificado
em subsidios, essa parceria poderd, no caso da estadual paulista, contribuir
para o aperfeicoamento de seu curriculo, organizacdo e formacgdo de docentes.

Prof. Sonia Maria Silva

Coordenadora da Coordenadoria de Estudos e Normas Pedagdgicas



Apresentacao
da area

[...] a Matematica procura compreender 0s modelos que permeiam o mundo que
nos rodeia assim como a mente dentro de nés. [...] Assim é necessario colocar a
énfase:

— em procurar solucg@es e ndo apenas em memorizar procedimentos;

— em explorar modelos e ndo apenas em memorizar formulas;

— em formular conjecturas e ndo apenas em fazer exercicios.

[...] com essas énfases, 0s estudantes terdo a oportunidade de estudar a Matema-
tica como uma disciplina exploradora, dindmica, que se desenvolve, em lugar de ser
uma disciplina que tem um corpo rigido, absoluto, fechado, cheio de regras que
precisam ser memorizadas.

Schoenfeld (1992)!

Este curso de Matematica com duracdo de 4 meses esta sendo oferecido a
alunos do ultimo ano do ensino médio da rede publica como um incentivo
para continuarem seus estudos em direcdo ao ensino superior. Embora néo
cubra todo o programa do ensino médio, pretende-se estimular o interesse dos
alunos pelos diversos temas de Matematica por meio de abordagens variadas.

Serdo estudados tdpicos sobre Numeros, Estatistica, Probabilidade e Ana-
lise Combinatéria, Geometria Plana e Espacial, Geometria Analitica, Sistemas
Lineares e Fung0es, privilegiando o entendimento das possiveis facetas de
um mesmo assunto, a analise de resultados obtidos e a interligacdo entre os
diversos contetdos.

Escolhas foram feitas de modo a priorizar sua formacéao, a discussdo de
idéias e a percepcdo de que a Matematica é uma disciplina viva que pode ser
construida, e ndo um amontoado de féormulas prontas para serem decoradas e
usadas. Lembrando que realmente aprendemos quando trabalhamos o conhe-
cimento, analisando-o de varias maneiras e usando-o com critério, considera-
remos, sempre que possivel, aplicacfes em problemas reais e interdisciplinares.

Acreditando que o intercAmbio entre vocés, alunos do ensino médio, e 0s
alunos da USP, que serdo os seus professores, venha a aumentar a sua predis-
posicdo para o ensino superior, desejamos a todos bons estudos!

Coordenacdo da area de Matematica

!SCHOENFELD A. H. “Learning to think mathematically: Problem solving, metacognition and sense
making in mathematics”. In: D. A. Grouws (Ed.). Handbook of research on mathematicas teaching and
learning. p. 334-370. Nova lorque: MacMillan, 1992.



Apresentacao
do modulo

Em 1637, o matematico e filésofo francés Renée Descartes publicou seu
grande trabalho O Discurso sobre o Método, em que sdo estabelecidas as
bases filosoficas de seu método para o estudo das ciéncias, 0 chamado méto-
do cartesiano, até hoje presente na organizagdo do conhecimento em muitas
areas. No apéndice, Descartes ilustra o seu método apresentando a “Géométrie”,
que foi o passo inicial no estabelecimento de relacBes mais estreitas entre a
Algebra e a Geometria. O trabalho contém uma teoria para equacdes algébri-
cas associadas a curvas planas — por exemplo, equagfes de segundo grau
associadas a parabolas.

Alguns anos mais tarde, um outro matematico francés, Pierre Fermat, pu-
blicou um trabalho onde também relacionou equacdes a retas, as curvas que
chamamos conicas e a outras curvas até entdo pouco conhecidas. Tem-se re-
gistros de que as idéias iniciais de Fermat sobre a Geometria Analitica sdo, na
verdade, anteriores ao trabalho de Descartes, mas esses registros sé foram
encontrados e publicados em 1769, apds a sua morte.

A Geometria Analitica, trata, portanto, desde a sua origem, das relacdes
entre as equacgdes algébricas e 0s objetos geométricos, buscando a simplifica-
cao técnica dos problemas geométricos e a interpretacdo geométrica dos re-
sultados obtidos nos calculos algébricos. Os calculos e a descricdo dos obje-
tos geométricos ficam mais simples com os recursos algébricos da teoria das
matrizes associados aos processos de resolucdo de equagdes.

As técnicas da Geometria Analitica desempenham um papel fundamental
ainda hoje, por exemplo, no desenvolvimento da Computagdo Grafica. As
telas dos nossos computadores sdo modelos da estrutura do plano cartesiano
com um namero finito de pontos, que é sempre mencionado quando escolhe-
mos a configuracdo da tela. Aumentando o nimero de pontos, melhoramos a
gualidade da imagem do monitor ou da impressdo dessa imagem. Nas muitas
utilizacGes de recursos de imagens, como na tomografia ou na localizagdo
por satélite, essa organizacdo é fundamental para uma interpretagdo precisa
dos resultados obtidos.

Este modulo serd dedicado ao estudo das técnicas basicas da Geometria
Analitica, passando pelas equacgdes das curvas elementares e destacando al-
gumas de suas aplicacgdes.

A nomenclatura da Geo-
metria Analitica (coorde-
nadas, abscissas, ordena-
das, etc.) foi introduzida
por Leibniz, que se ins-
pirou na terminologia
adotada pelos gregos
em seus calculos geomé-
tricos. As bases da Geo-
metria Analitica estédo,
portanto, contidas nos
trabalhos desses trés
grandes matematicos -
Descartes, Fermat e
Leibniz - e foram poste-
riormente adotadas por
Euler ao formalizar o
conceito de funcéo.




Unidade 1

Retas e sistemas lineares

Organizadores

Antonio Carlos
Brolezzi

Martha S. Monteiro

Elaboradora

Maria Elisa Esteves
Lopes Galvao

SISTEMAS DE COORDENADAS CARTESIANAS

Ao pesquisarmos, em um guia de infor-
macOes sobre a cidade, a referéncia para a
Rua Tapati, encontramos 155-D06. Quan-
do vamos ao mapa 155, em sua margem
estdo as sequéncias: A, B, C, D... na hori-
zontal e 1, 2, 3... na vertical, que nos per-
mitem localizar facilmente a rua Tapati no .
cruzamento das duas dire¢Ses indicadas % A o A

pelas setas na figura. i ;;;;h i |
R
(Fonte: Guia MAPOGRAF)

Nos anuncios de equipamentos de informatica, encontramos, para 0s mo-
nitores de video, informacg6es do tipo: resolugdo méaxima de 1280 x 1024,
1600 x 1200, etc., dependendo do modelo e do tamanho. Para as impressoras,
temos, por exemplo: resolucdo padrdao 1200 x 600, resolucdo fotografica 4800
x 1200 etc., dependendo da finalidade a que se destina. Em ambos os casos,
o0 importante é o nimero de pontos em cada uma das dimensdes da tela ou da
pagina a ser impressa.

Nas telas do computador e da televisdo, vemos incriveis imagens produzi-
das com os mais diversos recursos de computacdo grafica. Exemplos muito
simples dessas imagens podem ser criados com a utilizacdo de programas que
nos possibilitam estudar graficos de fungbes (no modulo 4, vimos alguns exem-
plos produzidos pelo programa Winplot). Com o auxilio de um outro progra-
ma do mesmo tipo — o Graphmat, por exemplo — obtivemos as figuras abaixo,
utilizando representacfes de segmentos de reta;

Barquinho Pinheiro



MODULO VI - GEOMETRIA ANALITICA

ou de circunferéncias, elipses, etc.

Palhago - Elipse

Trabalhando com recursos mais avangados, pode-se produzir resultados
muito bons e bem conhecidos:

Com o auxilio da com-
putacdo grafica pode-
mos produzir interessan-
tes efeitos para a repre-
sentacdo plana de figu-
ras tridimensionais.

Em todas essa situagdes, o que temos em comum € a utilizacdo de uma
organizacdo para pontos de um plano que nos permite identificar a posicdo da
rua no mapa, o ponto a ser iluminado na tela ou impresso na pagina, marcar
0s pontos que pertencem ao grafico de uma funcdo, dimensionar os resulta-
dos obtidos num exame médico de diagnostico por imagem etc.

Os sistemas de coordenadas no plano, ja utilizados no médulo 4, partem
do fato de que toda reta admite um sistema de coordenadas; ou seja, existe
uma correspondéncia biunivoca entre os pontos de uma reta “geométrica” e o
conjunto R dos nimeros reais, que serdo as respectivas coordenadas.

O ponto correspondente ao nimero real zero divide a reta em duas semi-
retas, e temos naturalmente definida uma orientacdo na reta. A distancia d (P, Q)
entre dois pontos (que é também o comprimento do segmento PQ) é dada
pelo valor absoluto da diferenca entre os nimeros reais correspondentes a
esses pontos, isto é:

4]
¥

d(P.Q=PQ=|x-y

Dado um segmento 4B em uma reta r tais que as coordenadas dos pontos
A e B sdo, respectivamente, a e b (a < b), o ponto médio de 4B sera o ponto M
cuja coordenada m verifica:

A M B .
= m b
logo, temos:
b-m=m-a, ou a+b=2m,
. a+b
ou ainda, m= >

Um sistema de coordenadas cartesianas no plano sera fixado quando es-
colhermos um ponto O nesse plano e por esse ponto O tomarmos duas retas
orientadas perpendicularmente, como na figura a seguir.



MATEMATICA

O ponto O é chamado de origem do sistema de coordenadas e as duas
retas sdo os eixos coordenados (denotados O, e O , como na figura acima).
Fixado um sistema de coordenadas, a cada ponto P do plano sera associado a
um par ordenado de nimeros reais (X, y), que sdo as coordenadas de P em
relacdo a esse sistema. E importante observar a ordem, pois os pares (1, 3) e
(3, 1) sdo diferentes e representam pontos distintos do plano cartesiano:

_jLan

A coordenada x, chamada abscissa de P, é a coordenada de sua projecao
ortogonal P’ no eixo O,. A chamada ordenada de P (sua coordenada y) €
obtida como a coordenada de sua projecdo ortogonal P no eixo O, Fica
estabelecida, desta forma, uma correspondéncia biunivoca entre 0s pontos de
um plano e o conjunto dos pares ordenados de nimeros reais.

O conjunto de todos os pares ordenados (x, y) de ndmeros reais é repre-
sentado por R2.

y »
¥
2°quadrante | 1°quadrante [
x<0,y>0 x>0,y>0 |
L L] -!";'E -y
3°quadrante | 4°quadrante
x<0,y<0 x>0,y<0 L
Quadrantes Semiplano: {(x,y) OR | x> 0}

Os eixos coordenados dividem o plano em quatro regides chamadas qua-
drantes. Os pontos do primeiro quadrante sdo pontos cujas coordenadas sédo
ambas positivas; os do terceiro, ha pontos cujas coordenadas sdo ambas negati-
vas. No segundo quadrante, temos pontos cuja primeira coordenada é negativa
e a segunda é positiva, 0 contrario ocorrendo para 0s pontos do quarto quadrante.

Temos também como caracterizar os semiplanos cujas origens sdo 0s ei-
x0s coordenados: correspondem aos conjuntos de pontos do plano em que
uma das coordenadas tem sempre 0 mesmo sinal.

10



MODULO VI - GEOMETRIA ANALITICA

¥
Bbil, bZ)
W[ m1, m2 )
7 ;
A al, p?) A i
" al m b1 *

O ponto médio de um segmento 4B terd como coordenadas aquelas dos
pontos médios de suas proje¢des nos eixos O, e 0, respectivamente; como ja
vimos acima,

a ta, b+b,]
2 2

(m,m)= |

Agora faca vocé

1. Represente os pontos cujas coordenadas sdo: (-2, 3), (1, 4), (3, -5), (-4, -3),
identificando o quadrante em que se encontram.

2. Represente 0s conjuntos:

a) {(x,3)|xOR} ) {(x,y) | x =y} (bissetriz do pri-
b) {(1,y)|yOR} meiro e terceiro guadrantes)
c) {(x,y)|y>3} g) {(x,y) |y =-x} (bissetriz do se-

gundo e quarto quadrantes)

d) {(x,y)|x<1} h) {(x, x+2)|x OR}

e) {x,y)|ly>-3}

3. Encontre os valores de k para que o ponto A cujas coordenadas sdo (k, 7)
esteja:

a) no eixo O,

b) na bissetriz y = —x dos quadrantes pares;

C) na bissetriz y = x dos quadrantes impares;

d) no primeiro quadrante;

e) no segundo quadrante.

4. As coordenadas de um ponto B sdo (3, k- 2). Encontre os valores de k para
0S quais 0 ponto B esté:

a) no eixo O;

b) no primeiro quadrante;

€) no quarto gquadrante;

d) na bissetriz dos quadrantes impares.

5. (Fuvest) Se (m + 2n, m — 4) e (2 — m, 2n) representam 0 mesmo ponto do
plano cartesiano, entdo m" € igual a:

-2 b0 o2 d)1 e)%

6. Encontre os pontos médios das diagonais do quadrilatero cujos vértices
tém as coordenadas: (0, 0), (0, 4), (3, 5) e (3, 1).

11



O estudo das matrizes s6
surgiu no século XIX. As
matrizes foram introdu-
zidas em 1850 por James
Sylvester, matematico in-
glés que trabalhou em
muitos problemas rela-
cionados aos sistemas
lineares. Foram utiliza-
das sistematicamente
como importante auxilio
aos célculos por Cayley,
um outro matematico
inglés que viveu entre
1821 e1895 ,para o estu-
do das transformagdes
lineares.

MATEMATICA

7. Se um dos extremos de um segmento tem coordenadas (- 4, 2) e 0 ponto
médio tem coordenadas (3, — 1), encontre as coordenadas do outro extremo
do segmento.

8. Sejam A :_(1 2) e B = (3, 2) dois pontos do plano cartesiano. Nesse plano,

0 segmento AC é obtido do segmento 4B por uma rotacdo de 60°, no sentido
anti-horario, em torno do ponto A. Encontre as coordenadas do ponto C.

9. Se o0 par (a, b) é solucdo da equacdo 2x + 3y = 4, entdo (o +1, B+ 1) é
solugdo de 2x + 3y = m. Encontre o valor de m que torna verdadeira esta
afirmacao.

10. Encontre as coordenadas do ponto P interior ao segmento AB tal que PA =3PB.

11. Um lado de um paralelogramo tem extremidades nos pontos A = (-3, 5) e
B = (1, 7). Sabendo-se que P = (1, 1) é o ponto médio das diagonais, encontre
0s outros vértices do paralelogramo.

12. Dois vértices de um quadrado tém coordenadas (2, 1) e (2, 5). Encontre os
outros dois vértices. Dé todas as respostas possiveis.

Matrizes e representacao de pontos no plano

Um quadrado de lado unitario pode ser
representado no plano cartesiano com vérti- Do)
ces nos pontos A=(0,0),B=(1,0),C=(1,1)
e D =(0, 1).

Podemos representar esses pontos como

colunas de uma matriz 2x4, que € uma tabela Al0.0)
com duas linhas e quatro colunas, na forma:

c(1.1)

BiLO)

01 1 0
01
Matrizes do mesmo tipo podem ser somadas (somando posi¢cdo a posi¢ao)

e podemos multiplicar uma matriz por um numero real (multiplicando cada
um de seus elementos por esse nimero).

M

O produto de duas matrizes exige uma condicéo adicional: dadas duas
matrizes A e B, para multiplicar A por B o nimero de linhas de A deve ser igual
ao numero de colunas de B. Vejamos um exemplo:

o1 3 2 |LI 1 3 2]
1 T I] I L VI I]
A matriz produto é obtida, posicdo a posicdo , multiplicando os elementos

de cada linha da primeira matriz pelos elementos correspondentes de cada
coluna da segunda matriz, e somando os resultados.

1 2]

0

Mais detalhadamente:
- A primeira linha da primeira matriz é [1 2] e a primeira coluna da segunda
()
¢y
Os produtos da primeira linha de A pelas outras colunas da matriz B, orde-

; 0 produto da primeira linha pela primeira colunaserd: 1.0+2.0=0.

12



MODULO VI - GEOMETRIA ANALITICA

nadamente, dardo os elementos da primeira linha da matriz produto pro-
duto A . B:

e 1.1+ 2.0=1 (primeira linha, segunda coluna)
e 1.1+ 2.1=3 (primeira linha, terceira a coluna)
e 1.0+ 2.1=2 (primeira linha, quarta coluna)

Da mesma forma, tomando a segunda linha da primeira matriz e multipli-
cando pelas colunas da segunda teremos a segunda linha da matriz produto:

*0.1+2.0=0
*0.1+1.0=0
e 0.1+1.1=1
e 0.0+1.1=1

Se fizermos o grafico do novo
quadrilatero cujas coordenadas
dos vértices sdo dadas pelas colu-
nas da matriz produto, teremos a
figura ao lado.

L)

Agora faca vocé

1. Seja M a matriz acima (que represente os vértices do quadrado unitario),
represente graficamente os quadrilateros cujos vértices sdo as colunas da ma-
triz produto B, B = A. M onde A é a matriz dada:

\E *.E
a)A_|1 n| 9 A= 10 9az| 2 3
0 - 2 | V2 2
2 1)
W3
-1 0 z 2
A= | | d)A= -
i ] '.‘II_';
2 2

Observe, em cada caso, qual é a relacdo entre o novo quadrilatero e o
quadrado original.

2. Encontre a matriz das coordenadas dos vérti- £ 5
ces do hexagono da figura ao lado, sabendo que
0 seu lado tem medida 4.

Calculando distancias

Para continuar o trabalho com Geometria Analitica precisamos da expres-
sdo para a chamada distancia euclidiana entre dois pontos P, e P.,.

Fixado um sistema de ortogonal de coordenadas, sejam (x,, y,) € (X,, y,) as
coordenadas dos pontos P, e P,, respectivamente. Indicando por d (P,, P,) ou
simplesmente P,P, a distancia entre P, e P, o teorema de Pitagoras, nos da:

13



MATEMATICA

vt
2 P2 d(P,, P> = (x,— x)* + (¥,— ¥)?
~ :] ou seja,
-~
x] 5151 ':.‘g " d(Pl’ PZ) = I:’1 PZ: \/(xz - X )2 +(y2 —N )2

Agora faca vocé
1. Usando distancias, mostre que:

a) o tridngulo com vértices A, B e C cujas coordenadas sdo, respectivamente,
(-2, 4), (-5,1) e (-6, 5) é um triangulo iso6sceles;

b) o triangulo com vértices A, B e C cujas coordenadas sdo, respectivamente,
(3, -6), (8, 2) e (-5, —1) é um triangulo retangulo;

c) o triangulo com vértices A, B e C cujas coordenadas sdo, respectivamente,
(-4, 0), (0, 6) e (14, 0) é um triangulo obtusangulo (lembre-se das leis dos
senos ou dos cossenos).

2. A abscissa de um ponto é — 6 e sua distancia ao ponto cujas coordenadas
sdo (1, 3) é +74. Encontre a ordenada desse ponto.

3. Determinar os vértices B e C de um tridngulo eqtilatero AABC, sabendo que o
ponto médio do lado 4B é (\/5, 1) e que A € a origem do sistema de coordenadas.

4. Conhecidas as coordenadas (- 4, 3) e (0, 0) de dois dos vértices de um
triangulo equilatero, encontre as coordenadas do terceiro vértice.

5. (Fuvest) Os vértices de um triangulo AABC, no plano cartesiano, sdo A = (1, 0),
B=(0,1)eC=(0, \/5). Entdo o angulo OBAC mede:
a) 60° b) 45° c) 30° d) 18° e) 15°

6. Se um ponto P cujas coordenadas séo (X, y) equidista de A=(3,7) e B = (4, 3),
qual é a relacdo existente entre x e y?

7. Seja Q um ponto do terceiro guadrante cujas coordenadas sdo (-1, a). En-
contre o valor de a para que a distancia do ponto P = (a, 1) ao ponto Q seja 2.

8. Se 0 ponto P = (x, y) é equidistante dos pontos O = (0, 0), M = (7, -7) e
N = (8, 0), calcule x2+ y2.

9. O ponto P = (m, 2m) é equidistante de A = (3, 0) e B = (- 7, 0). Calcule m.

10. Calcule a area do quadrilatero da figura 1:
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M

Figura 1 Figura 2

11. Sabendo que o tridangulo AABC da figura 2 é retangulo, com o angulo reto
no vértice C, encontre o valor de m.

12. (Fuvest) Considere o retangulo representado na malha pontilhada com
quadrados de lados iguais a 1 cm. A area do triangulo, em cm? é:

a) 2
b)
c)
d)
e)

13. Sabendo que o ponto P = (x, y) esta mais préximo do ponto A = (1, 0) do
gue do eixo das ordenadas, encontre a inequagdo que relaciona x e y.

o O AW

14. (Fuvest 2004) Duas irmas receberam como heranca um terreno na forma
de um quadrilatero ABCD, representado abaixo em um sistema de coordena-
das. Elas pretendem dividi-lo construindo uma cerca perpendicular ao lado
AB passando pelo ponto P = (a, 0).

O valor de a para que se obtenham dois lotes de uma mesma area é:
a) Js-1
b) 5-2v2
c)5- 22
d)2++/5 o

e) 5+2V2 — 3

G2 3)

15. (Fuvest) Sejam a, b e ¢ trés ndmeros estritamente positivos em progressao
aritmética. Se a area do triangulo ABC, cujos vértices sao A = (—a, 0), B=(0, b)
e C = (c, 0), é igual a b, entdo, o valor de b é:

a)sb b) 4 c)3 d) 2 e)l

ESTUDO GERAL DAS RETAS

\oltando as ilustragcdes do inicio da unidade, vamos observar alguns deta-
Ihes sobre as funcdes que utilizamos para desenh&-los. Na primeira figura,
temos apenas segmentos de retas, e na segunda alguns segmentos de parabo-
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las. J& sabemos, do mddulo 4, que os pontos do gréfico de uma fungdo do
tipo
y = ax + b sdo pontos de uma reta
e que se considerarmos uma funcao
f(x)=ax*+bx +c
0 seu grafico serd uma parabola.

Vamos, a seguir, detalhar alguns fatos importantes a respeito das retas no
plano que nos déem novas alternativas de trabalho com essas fungdes.

Barquinho Pinheiro
Coeficiente angular de uma reta
Dados dois pontos distintos P, e ¥
P, cujas coorc!enadas sdo (x, y,) e V2
(x,, y,) respectivamente, usando uma
das relagBes trigonométricas no trian-
gulo AP.PP, da figura acima, temos yi
que a tangente do angulo a sera dada ; :
pela expressao: : !
o] w1 w? ®
¢ YV, =N
o=
g Xy =X

A tangente do angulo a é utilizada para avaliar a inclinagdo da reta pelos
pontos P, e P,e é chamada o coeficiente angular da reta determinada pelos
pontos P, e P,.

Se P, e P,sdo pontos do plano tais que y, =y, ou seja, pontos que determi-
nam uma reta paralela ao eixo O, a inclinagéo sera nula. A inclinagdo de uma
reta paralela ao eixo o} ndo esta definida.

Um fato importante é:

Retas paralelas tém o mesmo coeficiente angular

Agora faca vocé
1. Encontre a inclinacdo do segmento com extremos nos pontos

a(1,2)e38); b0 -3)e@l); c)@-1e®3); dl8)e(@d 8)

2. Mostre que os pontos com coordenadas (-4, — 1), (3, 8/3), (8, —4), e (2, -9)
sdo os vertices de um trapézio, comparando as inclinagdes de seus lados.

3. Classifique o quadrilatero cujos vértices sdo: A=(0,0),B=(1,3),C=(1,7)
e D = (0, 4), encontrando as inclinagbes de seus lados.

4. O coeficiente angular da reta que passa por A = (0, m) e B = (m, 0), sendo m 0
vale:

a1 -1  ©o0 d) m e) L
m
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Condicao de alinhamento

Se tivermos trés pontos, estes pontos estardo alinhados, isto é, pertencerdo
a uma mesma reta, se e somente se o coeficiente angular da reta por P, e P,
coincidir com o coeficiente angular da reta por P, e P,, ja que essas duas retas
devem coincidir.

¥l

2

] '.'1i W ] -

Temos entdo:
yz_yl - y3_y2

Xy =X XX,

tga=

Efetuando os produtos em
(yz_ yl) . (X3 - Xz) = (Xz_ Xl) . (y3 - yz)
teremos:
(Xzyg_xgyz)_(xlyg_xgyl) + (lez_xzyl):o

O primeiro membro desta equacdo é exatamente a expressdo obtida quan-
do calculamos o determinante da matriz

O célculo do determinante de uma matriz 3 x 3 pode ser feito da seguinte
forma:

1° passo: formamos uma nova matriz (agora 3 x 5) copiando, a direita da matriz
dada, as suas duas primeiras colunas; no nosso caso, ficamos com a nova matriz:

2° passo: somamos 0s produtos que estdo nas paralelas a chamada diagonal
principal da matriz (indicada com a seta laranja). Teremos;

XY, T XY T XY,

3° passo: somamos 0s produtos que estdo nas paralelas a chamada diagonal
secundaria da matriz (indicada com a seta preta). Teremos:

X2y1+ X3 y2 + Xl y3
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4° passo: o determinante da matriz é a diferenca dos resultados obtidos no 2°
e 3° passos, isto &,

1 1 1
det M =[x, =, x, =Y, XY, +XVY)- Yy, +XY,+XY,)
K

ou, rearranjando 0s termos da expressdo acima,

B B

det M = (X2 y3 - X3 yz) - (Xl y3 - X3 yl) + (Xl y2 - Xz yl)

Portanto, a equacgdo que nos da a condi¢do de alinhamento dos pontos P
e P,e P, pode ser escrita na forma:

1

Os pontos P, e P,e P, cujas coordenadas sao, respectivamente, (X, Y,),
(X, ¥,) € (X, Y,), respectivamente, estdo alinhados se e somente se

Veremos, mais adiante, que o determinante dessa matriz M estad também
relacionado com a area do triangulo determinado pelos trés pontos P, e P, e P,.

Agora faca vocé

1. Determine o valor de k para que 0s segmentos MN e P_Q sejam paralelos,
dados M = (k, 2), N=(2,10),P=(3,1) e Q=(2, 7).

2. Encontre os valores de a para que os pontos A = (a, 2a—-1), B = (a + 1,
2a+1) e C = (a+2, 2a+ 3) sejam colineares.

3. Determinar o ponto P = (x,, y,) colinear simultaneamente com os pontos
A=(-1,-2)eB=(2,1)ecomC=(-2,1)e D = (4, -2).

4. Para que valores de k os pontos cujas coordenadas sdo A = (2, 3), B = (5, 4)
e C = (1, k) sédo vértices de um triangulo?

5. Considere os pontos A = (2, 2), B = (4, —1) e C = (m, 0). Calcule o valor de
m para que a soma AC + CB seja minima.

EQUACOES DA RETA

Podemos representar graficamente os pontos de uma reta associados ao
grafico de uma fungdo da forma y = ax + b, mas também podemos associa-los
ao conjunto de solugdes de uma equacédo, como originalmente fizeram Des-
cartes e Fermat. Vamos agora trabalhar nessa direcéo.

Dados dois pontos distintos P, e P, cujas coordenadas sao (X, y,) € (X,, ¥,),
para encontrarmos uma equacao para a reta por esses dois pontos é suficiente
observar que um ponto P com coordenadas (X, y) pertence a essa reta se e
somente se

pois P, P, e P, estdo alinhados. Desenvolvendo o determinante, teremos:
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(lez_xzyl) + (yl_yz) X + (Xz_xl) y = 0

Chamando a =y, -y, b=Xx,-x, e c=Xx Y,-X,Y,, a equacdo acima fica
na forma:

Cax+by+c=0 |

que é chamada equacdo geral da reta.

Um ponto P, com coordenadas (x,, y,) pertence a reta de equagdo ax +by +¢c=0
se e somente se temos:

ax, +by,+c=0

Agora faca vocé
1. Verifique quais pontos abaixo pertencem a reta de equagdo 3x — 4y + 12 = 0:

2) (0, 3) b) (1, 2) ) 2.2 d) (1, 1)

2. Dada a reta

encontre sua equacdo na forma geral e identifique dois de seus pontos.

Explorando a equacao da reta
Vamos retomar a equagéo
ax + by +c =0,
onde
a=y-y, b=x-x € Cc=XVY,-XY,

(x,, y,) e (x, Yy,) coordenadas dos pontos P e Q. Os pontos P e Q sdo distintos,
0 que garante que os coeficientes a e b ndo sejam ambos nulos, ou seja, pelo
menos um deles é diferente de zero. Note que esses pontos pertencem a reta.
(Verifique!)

E importante observar que:

. C
- sea=0 aequagio da reta fica: by +c=0o0uy = % e temos uma reta
paralela ao eixo O, (por qué?);

~ . C
- se b=0 aequacdo da reta fica: ax + ¢ = 0 ou x = —— e temos uma reta
paralela ao eixo O, (por qué?); a

- quando b # 0, podemos reescrever a equacdo da reta na forma:

=Sy Zomx+
y=-3 b q

Y=Y . . .
——1 = m ¢ exatamente o coeficiente angular da

Xy =X
reta, j& definido anteriormente. Por outro lado, se fizermos x = 0 na equacao

O coeficiente — % =

da reta, teremos y = — % ou seja, o ponto (0, — %) é 0 ponto em que a reta corta

0 eixo Oy.
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.. . , C
O chamado coeficiente linear da reta é o valor q = o gue corresponden-
te a ordenada da intersec¢do da reta com o eixo O,

Com essas notagdes, a equacdo da reta pode ser também escrita como:
y=mx+q

sendo esta ultima equagdo a chamada equagdo reduzida da reta, que coincide
com a fungdo polinomial de grau um j& estudada no mdédulo 4.

Agora faca vocé
1. Encontre o valor de k para o qual a reta 3x + ky — 6 = 0:

a) seja paralela ao eixo Oy;
b) tenha inclinagéo igual a 2.

2. Encontre o valor de k para o qual a reta kx + 3y —2=10
a) seja paralela ao eixo O;

b) tenha inclinacdo igual a -1,

c) corte o eixo O, _no ponto (5, 0).

3. O coeficiente angular da reta (k +1)x —2y + 3 = 0 vale — 2. Determine k.

4. (Fuvest) Duas retas s e t do plano cartesiano se interceptam no ponto (2, 2).
O produto de seus coeficientes angulares é 1 e a reta s intercepta o €ixo y no
ponto (0, 3). A area do tridngulo determinado pelo eixo x e as retas s e t é:

a) 2 b) 3 c) 4 d) 5 e) 6

Podemos também escrever a
equacdo da reta conhecendo um
ponto P, = (x,, Y,) pelo qual ela

passa e 0 seu coeficiente angular
m=tg a.
P X

Observando a figura ao
lado, podemos escrever, para
um ponto P = (x, y) genérico,
pertencente a reta,

m=tg o=~ 20
X=X,
que nos da:
‘ y_yozm(x_xo) ‘
ou

y=Emx-x) Yy,

Agora faca vocé

Dados os pontos P e Q cujas coordenadas sdo (p, 0) e (0, q), respectiva-
mente, p#0, q#0, encontre a equacdo da reta por P e Q.
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Observe que a equacdo que vocé encontrou pode ser escrita na forma

XLy,
P q

que é chamada a equacdo segmentéria da reta ?Q

Resumindo
Dados dois pontos P, e P,, cujas coordenadas sdo (x,, y,) e (X, Y,) a equa-
¢do da reta por P, e P, pode ser encontrada através do calculo do determinante:

gue conduz a uma equacéo na forma geral:

ax +by+c=0
Vo= W

O coeficiente angular da reta é dado por: m=tg a = e, COMo no

caso do grafico da fungéo eI
y=mx +q
temos também o coeficiente linear q (o grafico corta o eixo O, em 0, 9)).

Dado um ponto P, = (x,, y,) & o coeficiente angular m , podemos escrever
a equacdo também na forma:
y_y0= m (X_Xo)
A equacdo na forma segmentaria:

XLy,
p 9

é obtida a partir das coordenadas p e q dos pontos de intersec¢cdo com 0S eixos
O, e Oy, respectivamente.

Agora faca vocé

1. Dado o ponto A = (1, 2), determine as coordenadas de dois pontos P e Q
situados, respectivamente, sobre as retas de equagdo y = x e y = 4x de tal

modo que A seja o ponto médio do segmento PO.

2. Os pontos de coordenadas (a, 1) e (2, b) estdo sobre a reta x + 2y = 0.
Calcule a distancia entre eles.
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3. Nafigural, A=(2,3),C=(3,1)eBC=
J10. Encontre a equacio da reta por A e B.

Figura 1
4. Na figura 2, M = (a, a) é o ponto médio do
segmento 4C, A = (2, 6), B=(0,a) e A
C =(c, 0). Encontre a equacdo da reta por B
e C. by

- \
I - . h

Figura 2 -
5. Na figura 3, ABCDEF é um hexagono regu- o
lar de lado 4.
a) Encontre a equacéo da reta que contém o
lado AF F e
b) Mostre que as retas FE e BC sio paralelas.

a A 3

Figura 3

6. Se uma reta tem equacdo geral 3x —y + 3 = 0, encontre sua equacao seg-
mentaria.

7. Escreva a equagdo segmentéria de cada uma das retas abaixo:

a) b) c)

8. Aretax +y -k =0 corta o eixo das coordenadas nos pontos A e B. Deter-
mine k para que o tridngulo AOAB tenha area igual a 25 unidades.

9. Seja B # (0, 0) o ponto da reta de equagdo y = 2x cuja distancia ao ponto
A=(1, 1) é igual a distancia de A a origem. Encontre a abscissa de B.

10. Uma reta r determina, no primeiro quadrante do plano cartesiano, um
triangulo isosceles cujos vértices sdo a origem e 0s pontos onde a reta inter-
cepta os eixos cooordenados. Se a area do tridngulo é 18, encontre a equagao
daretar.

11. Seja r a reta que passa pelos pontos cujas coordenadas sdo (2, 3) e (5, 0).
Determinar a equacao da reta s, simétrica a r em relacdo a reta de equacéo x = 5.
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12. O retangulo PQRS da figura abaixo é o retangulo de area maxima inscrito
no triangulo AABC. Encontre a relagdo entre a, b, ¢ e d.

Ajoa)
thio.d)
A |
" 1 i
B(b.0) Clc.0)

POSIQ()ES RELATIVAS DE DUAS RETAS

Duas equagdes gerais a, x +b,y+c,=0e a, x + b,y + ¢,= 0 representam
uma mesma reta se e somente se seus coeficientes sdo proporcionais, isto é,
existe um namero real k tal que a, =ka,, b, =kb, e c, =kc,. Neste caso, pode-
mos verificar que todo ponto de uma das retas pertence também a outra reta e
vice-versa. Diremos que as retas, neste caso, serdo coincidentes. Os coeficientes
angulares dessas retas séo iguais, assim como os coeficientes lineares.

Duas retas distintas do plano podem ser paralelas ou concorrentes.

Sistemas lineares e
determinantes -
um pouco de his-
toria

‘\\-‘\ \\\‘
Nos trabalhos de Leibniz,

retas paralelas retas concorrentes por volta de 1678, temos

0 processo de resolucdo
Podemos distinguir as retas paralelas das retas concorrentes comparando de equacdes lineares eli-

seus coeficientes angulares: minando incégnitas e
.. L . . . identificando o que, mais
- se os coeficientes angulares de duas retas distintas sdo iguais, entdo essas tarde, seria o determi-

retas sdo paralelas; nante. O mesmo proces-

- se os coeficientes angulares de duas retas distintas s3o diferentes, entio | atb sl Ll

essas retas sdo concorrentes. Maclaurin para sistemas
com trés ou quatro in-

Através do teorema de Pitagoras podemos verificar que duas retas concor- cognitas. Umaregra bem
rentes sdo perpendiculares se e somente se seus coeficientes angulares m, e conhecida para a resolu-
m, sdo tais que ¢éo de sistemas utilizan-

do determinantes € acha-

m,.m,=- lou m, = - ;’ se m, +0. mada regra de Cramer

N ! (1704-1752): outros de-
POSI(}OES RELATIVAS DE DUAS RETAS E SISTEMAS senvolvimentos para o

LI NEARES seu calculo foram esta-

belecidos por Sarrus e
As coordenadas do ponto comum a duas retas concorrentes podem ser Laplace (1772), e a teoria

obtidas resolvendo o sistema linear de duas equagdes e duas incégnitas (S) dos determinantes teve a

formado por equagdes das duas retas, pois as coordenadas do ponto procura- sua organizacao e princi-
do devem satisfazer simultaneamente as duas equacgoes. pais propriedades estabe-
lecidas por Vandermond
ax+by+c=0 '
(S) { 1 VTG em1776.
a,Xx+b,y+c,=0
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Dois sistemas de equacBes serdo chamados equivalentes se tém o mesmo
conjunto solucéo.

Duas observagdes importantes justificam as técnicas que utilizamos para
resolver os sistemas de equagodes:

1. Quando multiplicamos uma equag¢do em um sistema por um ndmero nao
nulo, obtemos uma outra equacdo que é equivalente a primeira, ou seja,
temos duas equagfes com as mesmas solugdes.

2. Uma das equacgdes do sistema pode ser trocada pela soma ou diferenca
desta com um multiplo de outra equacdo do mesmo sistema, e, nesta tro-
ca, temos um novo sistema equivalente ao sistema original.

Essas observacOes justificam as estratégias elementares de eliminagédo ou
substituicdo que usamos fregiientemente para resolver os sistemas de equa-
¢bes. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1
Para encontrar o ponto de interseccdo das retas de equagBes x + 2y +3=0¢e
y =1, precisamos resolver o sistema de duas equacdes e duas incognitas (x e y):
X+2y+3=0
y=1
As incognitas representam as coordenadas do ponto P = (x, y) de intersec¢do

das duas retas que estamos procurando. Da segunda equagdo sabemos que
y = 1. Substituindo esse valor de y na primeira equagdo teremos que:

Xx+2.1+3=0,ouseja x+5=0, 0que nos da a
solucdo x =-5.

A solugdo (Unica) do sistema é (x, y) = (-5, 1) e,

portanto, o ponto P de intersec¢do das duas retas tem
coordenadas P = (x, y) = (-5, 1).

Esbocando o grafico das retas dadas, podemos con-
firmar a solucdo obtida. Confira na figura ao lado.

Exemplo 2
Encontrar as coordenadas do ponto de intersec¢do das retas x + 2y + 3 =0
e x—y =0. Temos, agora, que resolver o sistema:

X+2y +3=0
S) { Xx-y=0
Neste caso, podemos resolver por substituicdo (deixamos os calculos para
vocé) ou podemos trocar o sistema (S) pelo sistema equivalente (S’) obtido
trocando a segunda equacdo do sistema (S) pela diferenga entre a primeira e a
segunda equacdo.

N | X+2y+3=0
(57 { 3y+3=0
Podemos agora resolver equacdo 3y + 3 =0 e temos y =— 1. Substituindo
na primeira equacéo, a solucdo de x + 2.-1+3 = 0 serd x=-1. O ponto de
intersec¢do das duas retas é P = (x, y) = (-1,-1).
Esboce agora o grafico das retas para conferir geometricamente a solucéo
obtida.
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Exemplo 3

Vamos agora encontrar o ponto de intersec¢do das retas x +2y+3 =0 e
2x+4y — 1=0.

Para resolver o sistema

X+2y+3=0
(S){2x+ 4y -1=0
neste caso vamos trocar o sistema (S) pelo sistema (S’), trocando a primeira
equacdo de (S) por duas vezes ela mesma.
N 2X+4y+6=0
(S){2x+4y—1=0
Trocando a segunda equacgdo pela diferenca entre as duas equagfes de
(S’) obtemos

m | 2X+4y+6=0
(5 ){ Ox+0y+7=0
e, neste caso, chegamos a um absurdo; ndo podemos encontrar nimeros X e y
que tornem possivel 0.x + 0.y + 7 =0.

Como interpretar esse resultado?

Trata-se de um sistema impossivel (isto é, para o qual ndo existe solucao).
Geometricamente podemos verificar que as retas descritas pelas equacdes
X+2y +3=0¢e 2x+4y—-1=0 sdo paralelas (compare as suas inclinacgdes).
Logo, ndo ha ponto de interseccdo para essas retas.

Exemplo 4
O ponto de interseccdo das retas x +2y +3 =0 e 2x + 4y + 6 =0 pode ser
obtido resolvendo o sistema
X+2y+3=0
(S){2x+4y+6=0
que é equivalente ao sistema (S’), trocando, novamente, a primeira equagao
de (S) por duas vezes ela mesma.

Al 2X+4y+6=0
(S){2x+4y+6=0

Trocando a segunda equacdo pela diferenca entre as duas equacgfes de
(S’) obtemos

o ) 2X+4y+6=0
S ){Ox+0y+0=0

Como interpretar esse resultado?

As equagbes originais do sistema sdo equivalentes, ou seja, representam a
mesma reta.

A equacdo x + 2y + 3 = 0 é a equacdo de uma reta, e, portanto, temos uma
infinidade de pares (X, y) que sdo solucdes dessa equacdo: (-1, —1), (0, — 3/2),
(-3,0),3,-3), (-7, 4) etc., e que também sdo solucdes para a segunda
equacao(verifique!).

Geometricamente, as suas retas tém pelo menos dois pontos distintos em
comum, logo, séo retas coincidentes e as solugdes sdo coordenadas de pontos
sobre uma mesma reta.
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Podemos descrever as solucdes obtidas nos exemplos acima de maneira
geral, fazendo a anélise a seguir.

Para resolver por eliminagdo, vamos supor que b, e b, sdéo ambos ndo
nulos (caso contrario, uma das equacdes j& daria o valor procurado de x —
como no exemplo 1 acima). Podemos efetuar multiplicaces e considerar o
sistema equivalente:

O A A
172 172 172

Para eliminarmos a varidvel y, subtraimos, por exemplo, a segunda equa-
¢do da primeira, ficando com o novo sistema:
(@, b,-a,b)x+b,c,— b c,=0
A segunda equacdo de S nos da o valor procurado de x desde que
a, b,-a,b, #0.
b,c, —bc

2+ voltando a primeira equacdo podemos en-

Neste caso, X = —
albz - aZbl

contrar o valor de y.
Se a b,-a a, =0, o0 sistema so tera solugdo se b,c,— b, c, =0, 0 que
elimina a segunda equagdo em S” (ela ficara 0 = 0). O sistema S” terd, na

realidade, somente uma equacdo (as duas equacdes sdo equivalentes) e sera
chamado de indeterminado.

As condicBes que apareceram nesse processo geral de resolugédo por eli-
minagcdo podem ser interpretadas geometricamente:

- aequacdo a X + b y +c =0 é a equagdo de uma reta com coeficiente angular

4 se b, #0;
bl
- aequacio a, x + b,y + ¢,= 0 € a equacdo de uma reta com coeficiente angular

&, se b,!0;
2
a _a )
- as retas sdo paralelas ou concorrentes se —- = b—2 e essa igualdade que
1 2
equivale a condigéo a, b, — a, a,= 0, como conseguimos nos calculos da
resolugédo por eliminacao.

Temos ainda que investigar a condigéo b, c - b, ¢, = 0, que também pode

. ¢ G
ser escrita na forma: —=-=.
bl b2
a _a, ¢ _G ~ x . )
Se — = — e — =—= as equacles serdo equivalentes, ou seja, as retas, neste
bl b2 bl bz
caso, sdo coincidentes.
¢ _ G a _ a, . - .
Se . = ~ mas o Z o 0 sistema sera impossivel, e, neste caso, teremos
1 2 1 2

retas paralelas.

Se a b, —a,b, # 0 os coeficientes angulares serdo diferentes, as retas
serdo concorrentes e teremos a Unica solucdo dada pelos célculos acima.
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Também podemos estudar os sistemas lineares utilizando as matrizes, pois
o0 sistema (S) é equivalente

ax+hy=-c

Saxnyo e
pode ser escrito como o produto de matrizes:
b o
- |-e.

i,

X

i, fi _l'

b

i,

Amatriz2x2M = e B

é chamada a matriz do sistema linear enquan-

[ h [ |
. | éamatriz completa do sistema linear.
[

toqueamatriz2x 3 M’ = a b

O determinante de uma matriz quadrada 2 x 2 é definido como a diferenga
dos produtos dos termos das diagonais. Mais precisamente, dada uma matriz
2 X 2 ,como no caso 3 X 3,

(det M = ab,-ab,

Note, pelo que vimos anteriormente, que det M # O corresponde ao caso
em que as retas sdo concorrentes e 0 sistema admite uma Unica solucdo. Veja-
mos mais alguns exemplos.

Exemplo 5
Encontrar 0 ponto comum as retas de equacdo: 2x +y—-1=0e4x+2y + 2 =0.
Sendo a segunda equagdo o dobro da primeira, todas as solucdes séo co-

muns, e, neste caso, as retas sdo coincidentes (encontramos y = —-2x +1 em
ambas as equacdes).

Escrevendo as matrizes para o sistema temos:
{ 2X+y-1=0 21

dXx+2y+2=0 M:J 9

49 _ |- E facil verificar que det M = 0. Note também que, em

ambas as matrizes M e M’as linhas sdo proporcionais. No caso das retas coinci-
dentes, sempre teremos essa situacao.

O sistema é indeterminado, tem infinitas solugdes que sdo 0s pontos cujas
coordenadas séo da forma (x, —2x + 1), tais como (0, 1), (1, -1), (-1, 3), (1/2, 0), etc.

Exemplo 6
Modificando apenas uma das constantes do sistema, vamos estudar um se-
gundo caso. Encontrar o ponto comum as retas de equacdo: 2x + y—-5=0¢
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4x + 2y + 2 =0. A segunda equacdo ndo é mais o dobro da primeira; as solu-
¢Oes da primeira equagdo sdo tais 2x +y = 5. Substituindo essa informagéo
na segunda equacéo, teremos:

2(2x+y)+2=0 ou 2.5+2=12=0
Temos, por tanto, um absurdo, o sistema ndo admite solucdo.
Escrevendo as matrizes:

2x+y-5=0 o
4x+2y+2=0 temos M= |y 2
21 5

eM = . E facil verificar que det M = 0, que as linhas de M ainda

4 2 -2

sd0 proporcionais, mas 0 mesmo ja ndo ocorre com as linhas de M’.
Neste caso, as retas sdo paralelas (encontre os coeficientes angulares e linea-
res e confiral), e o sistema é impossivel (ndo existe ponto comum as duas retas).

Exemplo 7
Estudemos agora o sistema equivalente a encontrar 0 ponto comum as
retas de equacao:

X+y-1=0ex+2y+2=0.
Temos o sistema:

x+y-1=0 ) )
X+2y+2=0 cuja matriz M é

1 |
1 2

Resolvendo o sistema por eliminacdo, obtemos y = — 3 e x = 4, portanto,
as retas sao concorrentes € 0 ponto comum a ambas é o ponto (4, — 3). Neste
caso, det M # 0 e o sistema serd chamado possivel, determinado, pois admite
uma unica solucéo.

Resumindo
Dado um sistema de equacdes:

a,x+b y+c=0
(S){a2x+b2y+c2:0

e as matrizes
il

ol h [

if,

M=|  em=|
- efy i.'-.

e h

Se det M = 0, o sistema seré:

- possivel e indeterminado — quando as linhas de M’ forem proporcionais,
as retas serdo coincidentes;

ou

- impossivel — caso contrario, e as retas serdo paralelas.

Se det M # 0 o sistema sera possivel e determinado, admitindo uma Unica
solucdo e as retas serdo concorrentes.

Agora faca vocé
1. Dentre os pares de reta a seguir, qual deles ndo é formado por retas perpen-
diculares ou paralelas?
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a) 3Xx-5y+4=0¢e x3+y/5=1
b) 2y +x=7edx+2y+7=0
c) 3x+4=0e5y-3=0

d) x=\/§ex=\/5

e) @+l x+(@a-1)y=0e(a-1)x= (@a+1)y

2. Determinar o ponto Q da reta r de equagdo x +y —2 =0, tal que o segmento
PO seja perpendicular a r, sendo P = (2, 6).

3. Determinar o ponto simétrico de (— 4, 3) em relacdo a reta x —y—-1=0.

4. Dois lados de um paralelogramo estdo contidos nas retas y = 2x e 2y = X.
Dado o vértice A = (5, 4), determinar B, C e D.

5. Obter os vértices de um losango ABCD tal que:

- 0 veértice A esta no eixo O,;

- 0 Vvértice B esta no eixo O ;

- adiagonal AC esta contida na reta 2x +y — 3 = 0;
- as diagonais se interceptam em (x, 1).

6. Determinar a equacéo da reta que passa pelo ponto de interseccdo das retas de
equacles x /2 +y /2 =1e 3x + 4y = 0 e é paralela a reta descrita por y = x + 2.

7. Determinar p de modo que as retas de equagfes px + py+2=0¢
33X+ (p+1y-7=0 sejam perpendiculares.

8. Encontre a equacdo de cada reta que € perpendicular & reta 5x —y = 1 e que
forma com os eixos coordenados um tridngulo de area igual a 5.

9. (Fuvest) Considere os pontos A = (-2, 0), B = (2, 0), e

C=(,3)eP=(0,a), com0<ax< 3. Pelo ponto P,

tracamos trés retas paralelas aos lados do tridngulo ABC.

a) Determine em fungdo de a a area da regido
sombreada na figura.

b) Para que valor de a a area é maxima?

a I[ H
Xx+(c+1)y=0

# i lucs
cx+y=-1 onde ¢ #0 admite uma solugéo (X, y)

10. (Fuvest) O sistema {

com x = 1. Entdo o valor de ¢ é:
a) -3 b) -2 c) -1 d) 1 e) 2

11. Encontre os valores de h para que os sistemas sejam possiveis e esboce o
grafico das retas em cada caso:

X+4y=2 x+hy=0
) Zax+hy=-1 ) Jox +8y =1
X-y=4 x-=3y=1
b){—2x+3y=h d){hx+6y=—2

12. A equacdo em x e y:
(2x+6y+a)}+(x+by-7)=0

admite infinitas solugfes. Encontre os valores de a e b.
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Distancia de ponto a reta.

Consideremos uma reta r cuja equagdo ge-
ral é ax + by + ¢ = 0 e um ponto cujas coorde- J
nadas sdo (x,, Y,) ndo pertencente a ela. Pode- p
mos considerar 0 segmento com extremidade P
e perpendicular a reta dada. O comprimento d
desse segmento € a distancia de P a reta r.

Pode-se mostrar que essa distancia é dada
pela férmula:

ax, +by, +c¢

Jab +b°

d=

CALCULANDO AREAS

Area do paralelogramo

Vamos calcular a area de um paralelogramo que tem um dos
vértices no ponto O = (0, 0) e nos dois pontos P, P, e P,, cujas
coordenadas sao (X, y,), (X, ¥,) € (X, Y,) tais que O, P, e P, sdo néo
colineares (observe que apenas sabendo que O, P, e P, sdo ndo
colineares, o quarto vértice P, fica determinado, ja que P, ¢ a

Pa.--

interseccdo das retas r e s, onde r é a reta paralela a reta OP;
passando por P,e s € a reta paralela a reta OP. passando por P,)

A area do paralelogramo sera o produto da distancia OP, pela distancia d do
ponto P, a reta determinada por O e P, pois a distancia d é a altura do paralelo-

gramo relativa a base OP. Lembremos que a area do paralelogramo € o produto
dos comprimentos da base e da altura relativa a ela, logo, igual a OP, . d.

Vamos aos célculos:

Distancia OP, _+/x} + »/

Equacédo daretaporOePl:yzﬁx ou Xx, y-y x=0.
X.

1
Distancia de P, a reta por O e B: d = |x, Y, = ¥, X,| / y/x] + 3]

Area do paralelogramo: OP.d =[x, y,-y, x| =det M

XX
onde M é a matriz M = | PR |e temos uma interpretacdo do determinante
como éarea. TR

Observe que o célculo da area desse paralelogramo pela formula acima sé

requer que saibamos as coordenadas de P, e P,.
Usando a distancia podemos também encontrar uma férmula que nos da a
area de um triangulo com vértices A = (x, y,), B = (X, ¥,) € C = (X,, Y,).

A area pode ser calculada como o semiproduto do comprimento de um
dos lados pela distancia do terceiro vértice a esse lado. Apos alguns calculos
pode-se também mostrar que a area do triangulo é dada por:

. [

Area do triangulo ABC = Sln ow .

n

Y.
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Agora faca vocé

1. Calcular a distancia do ponto P a reta dada:
a)P=(-3-1),3 -4y +8=0;

by P=(3,2),5x -5y +2=0;
c)P=(1,-2),x12 +y/5=1.

2. Calcular a area do trapézio cujos vértices sao: A = (0, 0), B =(7,1),C = (6, 5)
e D=(-8,3).

3. Determinar os pontos da reta y = 2x que estdo a distancia 2 da reta 4x + 3y = 0.

4. Determinar a equacdo de uma reta que passa por (3, 0) e dista 2 unidades da
origem.

5. Obter uma reta paralela a reta de equagdo x + y + 6 = 0 e distante J2 do
ponto C = (1, 1).

6. Calcular a area do tridngulo cujos vértices sdo (a, a +3), (a-1,a)e (a+1, a+1).

7. Calcular a area do quadrilatero cujos vértices sdo A = (-1, 1), B=(5,0), C=(7, 3)
e D =(3,-11).

8. Encontrar as coordenadas do vértice C de um triangulo AABC de éarea 6,
sabendo que A = (0, 2), B é a interseccdo da reta de equagdo x —y — 4 = 0 com
0 eixo dos x e C é um ponto da reta dada.

9. Determinar a area do triangulo DABC sabendo que A = (1, -1) e B = (-3, 2),
=-x-1¢ aequacdo do lado BC e o coeficiente angular da reta por Ae C é 1.

10. Calcule a distancia entre as duas retas paralelas: 3x + 4y —15=0e 3x +4y-5=0.

11. H& dois pontos na reta y = 2 que distam 4 unidades da reta 12y = 5x + 2.
Encontre a soma das abscissas desses pontos.

12. Asretas y = 4x, y = 2x — 1 e a perpendicular a reta y = 2x — 1 pela origem
determinam um tridngulo. Calcule a area desse triangulo.

13. Podemos mostrar que a bissetriz de um angulo é o conjunto dos pontos do
plano equidistantes dos lados do &ngulo. Determinar as equagdes das bissetrizes
dos angulos formados pelas retas 3x + 3y —-1=0e2x -2y + 1 = 0.

14. Encontre a equacdo do lugar geométrico dos pontos do plano equidistantes
das retas 4x—3y —10=0¢e 12x + 5y =13 = 0.

15. Obter a equacdo da bissetriz interna, no ponto B, do triangulo cujos vértices
sdo:

A=(54),B=(11)eC=(®4,-3).

16. A reta r tem equagdo 2x +y = 3 e intercepta o eixo O, no ponto A. A reta s
passa pelo ponto P = (1, 2) e é perpendicular a r. Sendo B e C os pontos onde
s intercepta o eixo O, e a reta r respectivamente,

a) encontre a equacdo de s;
b) calcule a area do tridngulo AABC.
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SISTEMAS LINEARES

- ALGUMAS APLICACOES

Um problema comercial

Uma floricultura produz arranjos de trés tamanhos diferentes. Nos arran-
jos sdo utilizados rosas, margaridas e crisantemos. A tabela abaixo da o nime-

ro de flores de cada arranjo:

Arranjo/Flores | Pequeno = Médio Grande
Rosa 1 2 4
Margarida 3 4 8
Crisantemo 3 6 6

Se em um dia a floricultura utiliza 24 rosas, 50 margaridas e 48 crisante-
mos, quantos arranjos de cada tipo foram feitos?

Chamemos x, y e z 0 nimero de arranjos de cada tipo. O nimero de rosas
utilizado foi, portanto:

X+2y+4z=24

Da mesma forma, os nimeros de margaridas e crisantemos serdo dados,
respectivamente, por:

3x+4y + 8z =50
3X + 4y + 6z = 48

Para encontrar as solucGes X, y e z, teremos que resolver o sistema linear
com trés equagdes e trés incognitas:
| X+2y+4z=24
3x + 4y + 8z = 50
3X + 4y + 6z = 48

A resolucdo do sistema pode ser feita por eliminacdo; teremos z = 1, sub-
traindo uma das duas ultimas equacdes pela outra; resolvendo o sistema obti-
do substituindo z = 1 nas duas primeiras equacdes, teremos: x =2 ey =9.

Balanceamento de equacdes associadas a
processos quimicos

Quando ocorre uma reacdo quimica had a necessidade de se estabelecer um
balanceamento entre os reagentes e o produto da reacdo. Partimos do principio
de que o numero de a&tomos em uma reacdo deve permanecer 0 mesmo.

Por exemplo, uma reagdo simples e bem conhecida é a reacdo em que
duas moléculas de Hidrogénio (H,) juntam-se a uma de oxigénio (O,), for-
mando moléculas de agua (H,O). A equagéo balanceada da reagéo é:

2H,+0, — 2H.0
A mudanca é representada por uma flecha.

A equagdo de combustdo da amdnia (NH,) com o oxigénio (O,)produz nitrogé-
nio (N,) e agua (H,0). Para balancear essa equacdo, vamos chamar X, y, Z e W,
respectivamente, o nimero de moléculas de cada um desses reagentes, escrevendo:

XNH,+yO, ——» zN,+wH,0
Comparando o nimero de 4&tomos de cada um dos reagentes para fazer o
balanceamento, temos que:
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Nitrogénio (N): X =2z

Hidrogénio (H): 3X = 2w

Oxigénio (0): 2y =W

Note que este é um sistema linear com trés equagdes e quatro incognitas.
Quando o ndmero de equacdes € menor do que o nimero de incognitas, 0
sistema serd indeterminado, pois ir4 admitir uma infinidade de solucGes. Va-
mos encontrar uma delas.

Comparando as equagdes,podemos escrever as incognitas y, z e w em fun-
¢do de x:

Qualquer valor ndo-nulo que escolhermos para x ird determinar os valores
dey, zew.

Por exemplo, tomando x = 4, temos as solu¢bes y = 3,z =2¢e w = 6,
ficando a equacgdo balanceada:
4NH,+30, ——» 2N,+6H0
Se tivéssemos escolhido x = 8, obteriamos a equacgao
8NH,+60, ——» 4N,+12H,0

As equacodes lineares associadas a um sistema
hidraulico
Um sistema hidraulico liga trés pontos A, B e C. O fluxo de agua, em litros

por minuto, esta descrito no diagrama abaixo. Podemos encontrar os fluxos
intermediarios f,, f, e f, resolvendo um sistema linear.

12
fl
L 300 /min
c

20 | /min A
—
fzi >

/
10 | /min B— f

3

No ponto A, temos a entrada de 20 litros por minuto e saidas f, e f,, 0 que
nos da a equacao:
f,+f,=20
No ponto B, temos a entrada de 10 litros por minuto e a saida de f, o que
nos dé a equacéo:
10+1f, =1
No ponto C, temos entrada de f, e f, litros por minuto e saida de 30 litros
por minuto:
f +f, =30
O problema novamente nos conduz a um sistema de trés equacges e trés
incAgnitas:

|f1+f2:20
f—f,=10
f,+f,=30

Este sistema pode ser facilmente resolvido por substituicdo: a segunda
equacdo pode ser substituida pela primeira, assim teremos:

10 +f,+f =20, logo, f,=5¢e f = 15.

Com esses valores de f, e f, a terceira equacdo nos dara f, = 15.
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Sistemas Lineares
— algumas aplica-
cOes

Uma matriz A (n X n — ou
seja, cujo numero de li-
nhas é igual ao nimero
de colunas) é inversivel
se existir uma matriz B
(também n x n) tal que A
.B=B.A=1, paracada
valor de n.

As matrizes|_sdo chama-
da matrizes identidades.
Quandon=2,3,4,..essa
matriz é:

E sabido que toda matriz
inversivel tem determi-
nante diferente de zero.

MATEMATICA

Criando e decifrando cdédigos

As matrizes também podem ser utilizadas para produzir cddigos ou men-
sagens cifradas. Suponha que se queira mandar uma mensagem para alguém.
Uma pessoa pode facilmente trocar letras por nimeros, por exemplo, associ-
ando A - 1, B « 2, C ~ 3, etc. Com essa associacdo, em vez de BOM DIA,
pode-se escrever:

21513 491
(BOM DIA)

Mas esse codigo ¢ muito facil de se decifrar, para dificultar, podemos co-
locar a mensagem disposta em uma matriz de duas linhas:

(2 15 13
-

Mais ainda, podemos escolher convenientemente uma outra matriz A para me-
Ihorara a eficiéncia da codificagdo. Uma tal matriz deve ser 2 x 2 (pois vamos usar
0 produto de matrizes) e inversivel (para que o destinatario possa decodifica-la).

e

Vamos escolher, por exemplo, a matriz A =

I
. Efetuando o produto
A . M, obteremos a matriz M’: '

(8 39 27
6 24 14

M=A. M= sera a mensagem enviada. A pessoa que receber

Bl

a mensagem precisara inverter o processo. Para isso, ela deve conhecer a matriz
[ 1 1 (8 39 27

A e sua inversa B. Efetuando B . M’ =
-1 2|6 24 14

=M, ja que

i

B.M'=B.A.M)=(B.A).M=1.M=M

Agora faca vocé
1. Calcule o determinante da matriz A dada acima.
! 1

-1 2

2. Verifique se a matriz B = é a inversa da matriz A.

-1 2

(& 39 27
6 24 14

3. Calcule e decodifique a mensagem.

Bl

4. Invente uma mensagem secreta e envie a um colega (se 0 nimero de letras
de sua mensagem for impar, complete a matriz com um zero). Veja se ele
consegue decodifica-la.
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Unidade 2

Circunferéncias

O ESTUDO DAS CIRCUNFERENCIAS

i A circunferéncia com centro em um ponto
T, P,= (X, ¥,) € raio R >0 é o conjunto de pontos
4 :”"F' do plano que estdo a distancia R do ponto P, ou
:!.r'n'" __TF.;"H I seja, PP=d (P, P)=R.
' ' Usando a férmula da distancia, temos:
R
— Jor=x)" +(y- ) =R
s ou ainda:

(X - X0)2 + (y - y())2 =R?
A equagdo acima € a chamada equagdo da circunferéncia com centro P,

e raio R. Todo ponto do plano cujas coordenadas satisfazem essa equacao
pertence a circunferéncia e vice-versa.

Um ponto Q do plano pode estar:

- no interior da circunferéncia, se d (Q, P)) <R;
- no exterior da circunferéncia, se d (Q, P)) >R.

Dada uma circunferéncia e uma reta, temos trés possibilidades:

Organizadores

Antoénio Carlos
Brolezzi

Martha S. Monteiro

Elaboradora

Maria Elisa Esteves
Lopes Galvao

- areta e a circunferéncia ndo tém pontos em comum: neste
caso, todos 0s pontos da reta sdo exteriores a circunfe-
réncia; diremos que a reta é exterior a circunferéncia;

- areta e a circunferéncia tém apenas um ponto em co-
mum: neste caso, a reta é tangente a circunferéncia;

- areta e a circunferéncia tém exatamente dois pontos em
comum: neste caso, a reta é dita secante a circunferéncia. -

A distancia do centro P da circunferéncia a uma reta r dada
nos permite distinguir as trés possibilidades acima. Temos:

- areta r é exterior a circunferéncia se d (P, r ) > R;

- areta r é tangente a circunferénciased (P, r) = R;
- aretar é secante a circunferénciase d (P, r) <R.

Agora faca vocé

1. Encontre a equacdo da circunferéncia:
a) com centro (2, 1) e raio 2;

b) com centro (-1, 3) e raio \/5;

c) com centro (1/2, 3/2) e raio 4.
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2. Qual é a equacdo da circunferéncia que passa pelo ponto (3, -2) e tem
centro (1, 1)?

3. Encontre o centro e o raio das circunferéncias:
AX+y?—-8x+7=0 b)x2+y’—-6x+4y-12=0 ) x*+y>-8x-6y=0

4. Para que valores de m e k a equagdo abaixo representa uma circunferéncia?
a) mx*+ y>+ 4x + 6y + k = 0;

a) mx>+2y*+ 2x + 8y -k =0

b) mx2+y2+2x + 4y + k=0

5. Obtenha a equagdo da circunferéncia que passa pelo ponto (10, 1), tem raio 5
e tangencia o eixo das abscissas.

6. (Fuvest) Uma circunferéncia passa pelos pontos (2, 0), (2, 4) e (0, 4). Logo,
a distancia do centro dessa circunferéncia a origem é:

a)\2 b) \/3 c) V4 d) V5 e) V6

7. Encontre a equacdo da circunferéncia que passa pelos pontos (1, 2), (2, 3)
e (-3, -4).

8. Qual a posigdo dos pontos (0, 0), (7, -5) e (4, —2) em relacdo a circunferén-
cia (x =3 )%+ (y +5)? = 16?

9. A circunferéncia de centro (1, 2) e raio /5 passa pelo ponto (2, p). Encontre
os valores de p.

10. O centro de uma circunferéncia pertence a reta y = x. Sabendo que essa
circunferéncia passa pelos pontos (-1, -2) e (6, 5), determine a sua equag&o.

11. Um quadrado tem vértices consecutivos A = (5, 0) e B = (-1, 0). Determine
a equacdo da circunferéncia circunscrita ao quadrado.

12. Determine a posicéo relativa entre a reta e a circunferéncia em cada caso:
a)x-3y-2=0e(x+22+(y-1)2=1;

b)y=2x+1ex?+y>-2y-5=0;

C)x—2=0e4x2+4y>-25=0;
dy+3=0e4dx?+4y?—56x + 4y + 179 = 0.

13. Obter a equacdo da circunferéncia de centro (- 2, 1) tangente a reta de
equacdo 4x + 3y = 0.

14. (Fuvest) Uma reta de coeficiente angular m > 0
passa pelo ponto (2, 0) e é tangente a circunferéncia
inscrita no quadrado de vértices (1, 1), (5, 1), (5,5) ‘| | -
e (1, 5). Entdo: S ' f

z710<m<E c%<m<2 e1<m<é
) ;93 ) 3

2 . P —
b)m=§ dm=1 Lo

15. Determinar o comprimento da corda determinada pela reta x +y -2 =0
sobre a circunferéncia de centro (1, 1) e raio 22

16. Encontre para que valores de k a reta x — k =1 = 0 e a circunferéncia
X2+ y2— 2x — 3 = 0 séo:
a) secantes b) tangentes C) exteriores
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17. Encontre o comprimento da corda que a reta y = x determina sobre a
circunferéncia de equagdo (x + 2)* + (y — 2)*>= 16.

18. Encontre a equagdo da circunferéncia de centro (1, 5) e tangente & reta de
equacdo 3x —4y + 7 = 0.

19. A reta y = 3x é tangente a uma circunferéncia com centro (2, 0). Calcule o
raio dessa circunferéncia.

| =:]

20.(Fuvest) Considere o quadrado ABCD inscrito na semi-
circunferéncia de centro na origem. Se (X, y) sdo as
coordenadas do ponto A, entdo a area da regido exterior a0 f— —
quadrado ABCD e interior a semicircunferéncia é igual a: = D

a) b2 —4)x2  b) x2+y? c) (bri-4)x? d) (512 - é) X2 e) TR —y?

LEIES" |

21. (Fuvest) a) A reta r passa pela origem do plano cartesiano e tem coeficien-
te angular m > 0. A circunferéncia C passa pelos pontos (1, 0) e (3, 0) e tem
centro no eixo x. Para qual valor de m a reta r é tangente a C?

b) Suponha agora que o valor de m seja menor do que aquele determinado no
item anterior. Calcule a &rea do tridngulo determinado pelo centro de C e pelos
pontos de intersec¢do de r com C.

22. (Fuvest) Os pontos A = (0, 0) e B = (3, 0) sdo vértices consecutivos de um

paralelogramo ABCD situado no primeiro quadrante. O lado AB é perpendicu-
lar a reta y = — 2x e 0 ponto D pertence a circunferéncia de centro na origem e

raio \/E_ Entdo, as coordenadas de C sdo:

Q62 DbEG1H) ©G3) dG 2 eG1)

23. (Fuvest) Na figura ao lado, os pontos A, B e C sdo vértices de um triangulo
retangulo, sendo (OB o angulo reto. Sabendo-se que A = (0, 0), B pertence a

reta x—2y =0 e P =(3,4) é o centro da circunferéncia inscrita no triangulo
ABC, determine as coordenadas:

a) do vértice B; b) do vértice C.

24. Descreva o lugar geométrico dos pontos do plano que verificam a equa-
cAo X2 —y2+3x -3y =0

25. Uma reta encontra uma circunferéncia com centro na origem nos pontos
A=(3,4)eB=(-4,)3).

a) Qual é o raio dessa circunferéncia?
b) Calcule a area do quadrilatero cujos vértices sdo 0s pontos A e B e seus
simétricos em relacdo a origem.

26. Uma reta passa pelo ponto P = (3, 2) e é tangente a circunferéncia com
centro C = (1, 1) e raio 1 num ponto T. Calcule a distancia de P a T.

27. No plano O, considere 0s seguintes conjuntos de pontos:

A={(x, )| X123}, B={(x, y)[ly|=4} e
C={(x, y) | ¥+ y? <25}.

Encontre a area do conjunto C — (A O B).
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Unidade 3

Conicas, parabolas,
elipses e hiperboles

Organizadores ) .
Anténio Carlos As curvas obtidas quando cortamos um cone (as chamadas secgbes coni-

e cas) aparecem com freqliéncia na natureza e na nossa vida cotidiana. Desde
0s tempos mais remotos elas despertaram a curiosidade do homem.

Martha S. Monteiro

Vamos destacar alguns exemplos:
Elaboradora

Maria Elisa Esteves L
Lopes Galvao ellpse,. _ _ _
- as Orbitas descritas pelos planetas girando em torno do Sol sdo elipticas;

- ao atirar uma pedra, temos descrita uma trajetéria parabdlica;
e - encontramos hoje antenas parabodlicas por toda parte;

- ao cortar uma arvore podemos encontrar uma sec¢do com a forma de uma

e o . i
B, - em condicdes ideais, a chamada onda de choque produzida por um avido
{f'f.'f ‘*;:f% supersonico varre a regido interior a uma hipérbole.
'ﬁﬁgn - Desde a antiguidade essas curvas tiveram suas propriedades extensamente

estudadas. A primeira referéncia ao estudo das cdnicas de que se tem noticia
esta registrada no trabalho de um gedmetra grego de nome Menaechmus, aluno
de Eudoxo e contemporaneo de Platdo. Seguiram-se trabalhos de Euclides,
Arquimedes e o trabalho mais importante e completo foi o de Apolénio, um
grande gedmetra e astronomo que viveu no seculo I11 A. C. Apol6nio é conside-
rado o ultimo dos grandes gebmetras da escola grega. Ja na era cristd, Pappus,
um historiador da Geometria grega, acrescentou ao estudo dessas curvas novas
informacdes, que chamamos propriedades foco-diretriz.

Todos esses gedmetras exploraram, portanto, as curvas obtidas cortando
um cone (que pode ser um cone duplo, como na figura a seguir) por um
plano. Observe que, variando a posi¢do do plano de corte, temos, como
interseccdo (a partir da esquerda):

- uma circunferéncia, quando o plano de corte é perpendicular ao eixo do cone;
- uma elipse, se o inclinamos um pouco;

- uma parébola, se o plano fica paralelo a uma geratriz do cone;

- 0s dois ramos de uma hipérbole, se o plano corta as duas folhas do cone.

Germinal Dandelin pro-
vou, em 1837, que os fo-
cos de umasecgao conica
s80 0s pontos em que 0
plano de corte tangen-
cia esferas inscritas no

cone.
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As trajetorias elipticas dos planetas em torno do Sol, descritas por Kepler
em seu famoso trabalho do inicio do século XVII, trazem as cOnicas de volta
ao cenario da Matematica da época.

As relagbes métricas que hoje utilizamos para o estudo das conicas, do
ponto de vista da Geometria Analitica, e que envolvem as distancias aos focos
ou & diretriz foram provadas de forma muito interessante, no século XIX, por
Dandelin, e constituem os chamados “teoremas belgas” para as conicas. As
figuras ilustram como sdo encontrados os principais elementos das cénicas
nesse trabalho.

Associados as parabolas, elipses e hipérboles, temos pontos que chama-
mos focos, que sdo 0s pontos de tangéncia do plano de corte do cone com as
esferas mostrados em cada uma das figuras ao lado. Temos também retas que
sdo chamadas diretrizes, denotadas por d e d” ou somente d nas mesmas
figuras. Detalhando as propriedades geométricas que relacionam os elemen-
tos que nelas aparecem teremos as propriedades que caracterizam cada uma
das curvas,chamadas de secc¢Bes cOnicas, que passaremos a estudar a seguir.

PROPRIEDADES METRICAS DAS SECCOES CONICAS E
SUAS EQUACOES GERAIS

Para trabalhar com as seccBes conicas utilizan-
do os recursos da Geometria Analitica o passo ini-
cial é a escolha de um sistema de coordenadas. O
segundo passo é encontrar uma equagdo, nas coor-
denadas escolhidas, cujo conjunto solucdo corres-
ponda aos pontos da curva que gueremos estudar.

Um bom sistema de coordenadas é, em geral,
aquele em que a equacgdo que descreve a curva seja
razoavelmente simples, ou a mais simples possivel.

Estupo DA PARABOLA
No mddulo 4 (pagina 27), a parabola ja foi estudada utili-
zando a defini¢do que sera também adotada para explorarmos
suas propriedades do ponto de vista da Geometria Analitica.
Examinando o corte do cone que nos da a parabola, ilus-

trado pela figura acima, observamos que ela tem um foco F e
uma reta diretriz d (que é a reta por G e K).Verifica-se que:

F e

Os pontos P da parabola sao os pontos eqliidistantes

it diraicis

dofoco e dadiretriz

Ou seja, tais que d(P,F)=PF=d(Pd)
O eixo da parabola ¢ a reta que passa pelo foco e é perpendicular a diretriz.
A parébola é simétrica em relacdo ao eixo .

Usando o caderno

Vamos construir o grafico de uma parabola por pontos. Escolha:
- um ponto sobre uma das linhas do caderno para ser o foco da parabola;
- uma outra linha como a reta diretriz, seguindo a figura a seguir (a cons-

trucdo fica mais facil se a distancia do foco a diretriz € um ndmero par);
- a perpendicular a diretriz, passando pelo foco — que sera o eixo da parabola.
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Propriedade refletora
da parabola: os raios pa-
ralelos ao eixo de sime-

tria se refletem passan-
do pelo foco.




MATEMATICA

O primeiro ponto da paradbola que identificamos é o seu vér-
tice, que é o ponto médio do segmento com extremos no foco e
™ no ponto de intersecgcdo do eixo com a diretriz.

Com o auxilio do compasso, vamos tragar as circunferéncias
com centro no foco, passando pelos pontos de intersec¢do das

linhas do caderno com o eixo. A distancia entre as linhas pode
ser considerada a nossa unidade de medida.

No exemplo acima, 0 vértice esta distante 2 unidades do foco e da diretriz. Os
pontos que estdo 3 unidades distantes do foco e da diretriz sdo os pontos de
intersec¢do da circunferéncia de raio 3 com a reta que dista 3 unidades da diretriz
(observe que temos sempre dois pontos, dada a simetria da parabola em relacdo
ao eixo). Esses serdo os pontos da pardbola cujo grafico queremos desenhar.

Para obter mais pontos, vamos aumentando a distancia ao foco e a diretriz
de uma unidade em cada etapa; dessa forma encontramos uma série de pontos
da parabola, observando sempre a propriedade:

PF=d (P, d)

Hiretrir
wap=0

=

s i erelria

Para encontrar a equagdo da parabola, da mesma forma que
na construcdo acima, tomamos o segmento da perpendicular a
diretriz que passa pelo foco. Como j& observamos, o vértice V da
parabola é o ponto médio desse segmento.

Vamos escolher o sistema de coordenadas de forma que a

origem (0, 0) coincida com o vértice V e um dos eixos coordena-
dos coincida com o seu eixo de simetria.

Tomando coordenadas (p, 0) para o foco F, a equacdo para a
reta diretriz d serd x + p = 0 (verifique, lembrando da simetria).

Aexcentricidade de uma
cOnica é a razdo entre a
distancia PF, de um pon-
to P dacurva aofocoF, e
a distanciad (P, d)de P a
reta diretriz d, isto é:

e= PF/d(Rr)
A caracterizacdo das c6-
nicas através da excentri-
cidade € muito antiga,

aparece, pelaprimeiravez
nos trabalhos de Pappus,
um dos ultimos gedme-
tras da Escola de Alexan-
dria e que viveu no sécu-
lo Ill da era crista.

A igualdade PF =d (P, d)
nos leva a uma outra ca-
racterizagdo da parabola,
como a conica de excen-
tricidade iguala 1. Aelipse
e a hipérbole sao respec-
tivamente as conicas cuja
excentricidade é menor
ou maior do que um.

Se P = (x, y) é um ponto da parabola, usando a formula para a distancia
euclidiana e a expressdo para a distancia de P a d, obtemos (como j& foi veri-
ficado no modulo 4, usando as distancias) a equacao:

Jx=p)y +y* = x+p|
Elevando ao quadrado, teremos:
(X = p)* + y? = (x+p),

e, finalmente, simplificando, chegamos a equacao reduzida da parabola (com
eixo de simetria no eixo O):

2 = 4px.
Se trocarmos o eixo de simetria ou a posi¢do do foco e da diretriz, pode-
mos ter como variantes as equagdes:
y? = —4px (foco em (- p, 0));
x? = 4 py (foco em (0, p));
x? = —4py (foco em (0, — p)).
As duas Ultimas equagdes correspondem a graficos de funcGes ja estuda-
dos no modulo 4.

Se o vértice da parabola estiver em um ponto com coordenadas (x;, Y,), as
equacdes se alteram (temos uma translacdo no plano); a equacdo da parabola
com veértice em (x,, y,) fica na forma:
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(Y = ¥o)* = 4p (X = X)),
0 mesmo ocorrendo com as variagfes acima.

Agora faca vocé

1. Determine o foco, o vértice e a diretriz de cada uma das parabolas abaixo,
fazendo um esboco do gréfico:
a) y?= 16x d) 5y?=12x

b) y2+28x =0 e) 2x2 = Tyy

C) x*+ 40y =0
f) 7x2= 15y

2. Escreva as equacgOes reduzidas das pardbolas com vértice na origem para
cada um dos dados abaixo:

a) foco: (8, 0);

b) diretriz: y = 2;

c) eixo de simetria: eixo O, e um ponto da parabola: (5, 10);

d) um ponto da diretriz: (4, 7) e o eixo de simetria: eixo O,

e) dois pontos da parabola: (6, 18) e (6, —18).

3. Determine as dimensGes do retangulo de maior area cuja base esta no eixo O e
cujos dois Vértices superiores estdo no grafico da parabola de equacdo y = 12-x2

Propriedade refle-
tora da elipse

Se tivéssemos uma mesa
de bilhar eliptica, pode-
riamos verificar a se-
guinte propriedade:

toda bola que parte de
um dos focos batera na
borda e sera refletida pas-
sando pelo outro foco.

Essa propriedade de re-
flexdo da elipse é utiliza-
da, por exemplo, no pla-
nejamento da acusticade
salas de espetaculos.

4. Uma ponte de 400 metros de comprimento tem,
para sustentacdo lateral, um cabo com forma pa-
rabdlica como exemplificado na figura. O cabo
estd 100 metros acima do piso nos extremos da
ponte e a 4 metros acima no seu centro. Cabos

10im

verticais estdo colocados em intervalos de 50
metros. Quantos metros de cabo serdo necessari-

400

0S para trocar 0s cabos verticais?

5. Um arco parabdlico tem altura de 2 m e largura de 3,6 m na base. Se
0 vértice da parabola esta no topo do arco, com que altura sobre a base
tera uma largura de 1,8m ?

Lk
]
3

6. Admita que a agua escoa de uma caixa d’agua por um ponto que esta
a 2,5 m do chédo, descrevendo uma curva parabélica da férmulay = —a x?+
2,5. Se em um ponto a 0,8 m do ponto de escoamento da adgua na caixa 0
fluxo de agua curvou-se 1m além da reta vertical pelo furo, a que distancia
desta reta a agua tocara o chao?

7. Um telescopio tem um espelho refletor parabélico cuja distancia do vértice
ao foco é de 30 cm. Se a largura do espelho na parte superior é de 10 cm, qual
a profundidade do espelho no centro?

EsTUDO DA ELIPSE

Quando cortamos um cone (ou um cilindro) e temos uma elipse como
curva resultante no corte, podemos verificar que essa curva tem dois focos, 0s
quais chamaremos F, e F,. A figura acima ilustra a propriedade métrica que
caracteriza os pontos P de uma elipse:

Asoma das distancias de P a F, e F, é constante.

4




MATEMATICA

Chamando essa constante de 2a, podemos
verificar que 2a=A A,, sendo 44, o chama- y
do eixo maior da elipse. A propriedade métri-
ca verificada pelo ponto P é: a5 I
d(P,F)+d(P,F)=2a ou PF +PF,=2a

A figura ao lado da uma forma pratica para desenhar uma
elipse: fixando as extremidades de um barbante nos focos,
basta manté-lo esticado e deixar correr o lapis para tragarmos
a curva.

Construindo uma elipse por pontos

el e T,

Podemos construir pontos de uma elipse usando
um procedimento parecido com o que foi utilizado
para estudar a parabola.

Para essa construcdo, ndo precisaremos das linhas
do caderno, mas podemos utilizar a distancia entre
elas como unidade de comprimento. Comegamos es-
colhendo dois pontos cuja distancia seja um nimero
inteiro e tragcamos circunferéncias concéntricas com
centros nesses pontos de forma que 0s raios sejam
multiplos da unidade de medida que escolhemos.

No exemplo acima, F F, = 6 unidades de medida e para encontrar os pon-
tos de uma elipse, vamos escolher 2a =8, ou seja, 0s pontos da elipse procu-

rada devem verificar:

d(PF)+d(PF)=2a=8.

Um ponto P, da elipse tal que d (P, F;) = 1 (portan-
to, um ponto da circunferéncia com centro F, e raio 1)
deve estar distante 7 unidades do ponto F,, logo, esta
na circunferéncia com centro F, e raio 7.

Um ponto P, da elipse tal que d (P, F) = 2 (por-
tanto, um ponto da circunferéncia com centro F e raio
2) deve estar distante 6 unidades do ponto F,, logo,
esta na circunferéncia com centro F, e raio 6.

Sucessivamente, podemos determinar um conjun-
to de pontos pertencentes a elipse com focos F eF, e
eixo maior com comprimento 8. Unindo os pontos
assim obtidos temos a figura ao lado.

Para escrever em coordenadas a equacgdo de uma elipse vamos precisar da
expressdo para a distancia euclidiana entre dois pontos P, e P, cujas coorde-
nadas em termos de um sistema de coordenadas com eixos ortogonais sdo,
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respectivamente, (x,, y,) & (X,, Y,).

P.P, = \/(xz X )2 +(=n )2

«| Equacao geral da elipse
Consideremos agora uma elipse como na figura ao lado.

Os pontos F, e F, sdo os focos da elipse; os pontos A, A,, B, e B, sdo 0s
seus vertices.
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Os segmentos 4,4, e BB, sd0 0 eixo maior (ou eixo transverso) e 0 eixo
menor (ou eixo conjugado), respectivamente. Estes eixos sdo também chama-
dos eixos principais da elipse.

Vamos fazer a escolha do sistema de coordenadas de maneira que a ori-
gem seja 0 ponto médio do segmento cujos extremos sdo os focos e que 0s
eixos coordenados coincidam com 0s eixos principais ou com 0s eixos de
simetria da elipse. A origem do sistema de coordenadas é também chamado o
seu centro .

Com essa escolha, as coordenadas dos focos F, e F, serdo: F = (-
¢, 0) e F, = (c, 0); os vértices A, A, B e B, terdo suas coordenadas
dadas respectivamente por (- a, 0), (a, 0), (0, —b) e (0, b).

Dado um ponto P da elipse, vamos considerar (x, y) suas coor-
denadas. Usando agora a formula da distancia euclidiana e a carac-

terizagdo dos pontos da elipse como o conjunto de pontos P tais
que PF, + PF, = 2a, podemos escrever

\/(x+c)2 +3° +\/(x—c)2 +y* =2a

Mudando uma das raizes de membro, elevando ao quadrado e simplifi-
cando, chegamos a expressao:

a(x +¢)° +y> =a’—cx.
Novamente elevando ao quadrado e simplificando teremos:
(az_ CZ) X2 + a2 yz = a2 (az_ CZ)
A equacdo acima é tal que, se x = 0, suas solugcbes y correspondentes séo
tais que
yz = a2— 2
Os pontos em que a elipse intercepta o eixo dos y sdo os pontos B, e B,
cujas coordenadas sdo (0, —b) e (0, b) respectivamente; logo, tomando x = 0
na equacdo acima podemos concluir que
b?=a?-c’ouc’=a*-h?
Portanto, a equagdo acima se reescreve:
b2 x2 + a?y? = ab?,
e, dividindo ambos os membros por a?b?, temos a chamada equacéo reduzi-
da da elipse: ) )
X
. ) a b
E sempre importante observar que:

- 2a é o comprimento do eixo maior da elipse;
- 2b é o comprimento do eixo menor da elipse;

- b foi escolhido de forma que b= a? — ¢, logo, a*
= b?+ c? Temos entdo um tridngulo retangulo na-

turalmente associado a esses trés valores, represen- i a0 b riore o)
tado na figura abaixo;

.. . , &
- aexcentricidade da elipse € dada por e = — e, como
c<a,e<l. a
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No inicio do século XVII,
Johannes Kepler, astro-
nomo e matematico ale-
mé&o, anunciou as suas
leis para 0 movimento
dos planetas: as orbitas
descritas sdo elipses que
tém o Sol em um dos fo-
cos. Mostrou ainda que
em iguais intervalos de

tempo o raio varre areas
iguais, como ilustrado na
figura a seguir.

MATEMATICA

Se os focos da elipse estiverem no eixo 0, podemos repetir os calculos e
verificar que a equacdo ficara na forma:
2 2
X
4=
a b
sendo a > b; podemos observar que na equacdo da elipse o maior denomina-
dor sempre determina qual é o eixo principal.

Se o0 centro da elipse ndo coincide com a origem do sistema de coorde-
nadas e temos o centro num ponto P, = (x,, y,), a equagdo da elipse fica na
seguinte forma:

(x— xo)2 + (y— yo)2

=1
a* b

Agora faca vocé
1. Esboce o grafico de cada uma das elipses abaixo, destacando as coorde-
nadas dos focos e dos vértices:

a)x*+4y2=16 b) 49%°+ 40y*= 1960 <) 36x°+ 9y*=4 d) x*+2y?=5

2. Encontre a equagdo da elipse com centro na origem e:

a) passando por (6, 0), sabendo que um vértice do semi-eixo maior tem coor-
denadas (0, 8);

b) passando por (4, 0) e um dos focos em (1, 0);

c¢) passando por (0, 7) e um dos focos em (0, 6);

d) um dos focos em (4, 0) e excentricidade 2/5;

e) eixos de simetria coincidentes com os eixos coordenados, passando por
(4.0 e @ 2); |

f) um dos vértices do semi-eixo maior em (0, 4) e excentricidade —;

g) foco em (0, 2), passando por (\/5, 1). z

3. Encontre as coordenadas dos vértices e a area de um quadrado com lados
paralelos aos eixos coordenados e inscrito na elipse de equacdo 9x2 +16y? = 100.

2

. 9 .
4. (Fuvest) A elipse x? + y? = 1 earetay = 2x + 1, do plano cartesiano,

interceptam-se nos pontos A e B. Pode-se, pois, afirmar que o ponto médio do
segmento AB é:

5
D33 9G-Y 9633
DC3-D  OE53)

5. Se A = (10, 0) e B = (-5, y) sdo pontos de uma elipse cujos focos sdo
F,=(-8,0) e F,=(8,0), entdo o perimetro do triangulo BF F, é:

a) 24 b) 36 c) 40 d) 60 e) nenhuma das anteriores

6. Um ponto se desloca no plano de modo que sua distancia ao ponto (3, 2)
fica sempre igual a metade da sua distancia a reta de equagdo x+2 = 0. Deduza
a equacgdo do lugar geométrico descrito pelo ponto e identifique-o.
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7. O conjunto dos pontos, cuja soma das distancias aos pontos fixos (-1, 0) e
(1, 0) é sempre igual a 4, intercepta 0 eixo dos y em pontos de ordenada:

a0e2 Db)xv2 )3 dxJs e x5

ESTUDO DA HIPERBOLE

A hipérbole é uma curva obtida quando um plano corta as duas folhas de
um cone duplo, como o da figura ao lado. Considerando esferas inscritas no
cone e tangentes ao plano de corte, ficam determinados os dois focos F, e F,.

A propriedade métrica que caracteriza os pontos P de uma hipérbole é:

O valor absoluto da diferenca das distancias de P aos pontos F, eF,é constante.

isto é:
|d(P.F)-d (R F)|=IPF,-PF]=2a

A reta pelos pontos F, e F, € chamada eixo transverso da hipérbole.
Os pontos A, e A, onde essa reta corta a hipérbole séo os seus vértices.

A distancia entre os pontos A, e A, € o valor da constante 2a da defi-
nigdo da hipérbole. Se a distancia entre os focos é 2c, temos que ¢ > a.

Construindo uma hipérbole por pontos

Para construir pontos de uma hipérbole podemos usar 0 mesmo conjunto
de circunferéncias que desenhamos para a construgdo da elipse por pontos.

A distancia entre os pontos F, e F, que vamos usar i
para construir a hipérbole é a mesmo da elipse, ou seja, .
2c = 6. Como ¢ > a, vamos tomar 2a = 4. [
o
Se um ponto P, da hipérbole € tal que d (P, F)) =1 [ 2

(portanto, um ponto da circunferéncia com centro F e | | [ ¥ ]
raio 1), para saber qual sera a distancia do ponto P,ao b a1
foco F,, devemos lembrar que }

|d(P,F)-d(P,F)| =|PF -PF,|=2a
I1-d (P, F)l=4

portanto,

As possibilidades séo:
a) 1-d (P, F,)=-4, portanto, d (P, F,) = 5;

b) 1-d(P,F)=4,0ud(P,F,)= -3, 0quendo € possivel, pois a distancia
deve ser sempre positiva. Portanto, o ponto P, estd também na circunfe-
réncia com centro F, e raio 5.

Um ponto P, da hipérbole tal que d (P,, F)) = 2
(portanto, um ponto da circunferéncia com centro F,
e raio 2) deve estar a distancia 6 do ponto F,, logo,
esta na circunferéncia com centro F, e raio 6.

Sucessivamente, podemos determinar um conjunto
de pontos pertencentes a hipérbole com focos F e F,
e distancia entre os vértices igual a 4. Unindo os pon-
tos assim obtidos obtemos a figura ao lado.

45




MATEMATICA

EQUACAO GERAL DA HIPERBOLE

Dada uma hipérbole, como na figura ao lado, sejam os pontos
F, e F, os seus focos, vamos tomar um sistema de coordenadas em
que o eixo O, ¢é a reta orientada passando pelos focos e com a ori-
gem no ponto médio dos focos.

A origem do sistema de coordenadas € também chamado de
centro da hipérbole.

¥ Com essa escolha, as coordenadas dos focos F, e F, serdo
F,=(-c, 0) e F,=(c, 0); os vértices A, e A, terdo suas coordenadas
dadas respectivamente por (-a, 0) e (a, 0).

Dado um ponto P da hipérbole, com coordenadas (x, y). Usan-
do agora a formula da distancia euclidiana e a caracterizacdo dos
pontos da hipérbole como o conjunto de pontos P tais que

|PF, — PF,| = 2a,
podemos escrever
|\/(x +c)2 -+—y2 —\/(x—c)2 +y2| =2a
ou \/(x +c) +y? —\/(x—c)2 +3y* =+2a

Mudando uma das raizes de membro, elevando ao quadrado e

simplificando chegamos a expressao:
ta(x—c) +y  =a’-cx
Novamente elevando ao quadrado e simplificando teremos:
(az_ C2) X2 + azyz = a2 (az _ C2)

A equacdo acima é tal que, se x =0, suas solugdes y correspon-

Propriedade refle-
tora da hipérbole

Se um raio de luz for emi-
tido do foco de uma hi-
pérbole refletora, ele sera

refletido na direcdo da
reta que passa pelo ou-
tro foco. Essa proprieda-
de da hipérbole é bastan-
te utilizada na construgéo
de artefatos refletores.

dentes sdo tais que
y?’=a?-c*<0

N&o temos agora pontos de intersecgdo da curva com o eixo 0, pois ndo

existem y tais que y? < 0. Chamaremos
b?2=- (a2 -c?) ou b? = ¢?- a?
e a equacdo acima é reescrita:
—p2x+ azyz =_ a2p?

Dividindo ambos os membros por —a?b?, temos a chamada equacao re-

duzida da hipérbole:

2 2
X
o=
. ) a b
E sempre importante observar que:
- 2a é a distancia entre os vértices (quando y = 0, temos as solugdes (a, 0) e

(-a, 0), que sdo os vértices da hipérbole);
- 2 c é a distancia entre os focos;

- b foi escolhido de forma que b?= c?- a?, logo, a? + b? = ¢ Temos um
triangulo retangulo naturalmente associado a esses trés valores represen-
tado na figura a segquir;

. _ . ¢
- a excentricidade da hipérbole ¢ dada pore = — Comoc >aee > 1;
a
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. . b b . .
- as retas cujas equagbes S840 y = —Xx e y = —— X S80 as assintotas da hipérbo-
le. a a

Se os focos da hipérbole estiverem no eixo O, podemos repetir os calcu-
los e verificar que a equacédo ficara na forma:
2 2
X
I =1
a
Podemos observar que na equagdo da hipérbole o sinal positivo sempre
determina qual é o eixo principal.

Se o centro da hipérbole ndo coincide com a origem do sistema de coorde-
nadas, mas sim num ponto P, = (x,, ¥,), a equacao fica na forma:

(x_xo)2 ()/—)70)2
a* - b’

=1

Agora faca vocé

1. Encontre a equacgdo da hipérbole com centro na origem, dados:

a) os vértices (4, 0) e (-4, 0) e os focos (5, 0) e (-5, 0);

b) os focos em (0, 6) e (0, —6) e a excentricidade 3/2;

c) passando por (2, 4) com vértices em (0, 3) e (0, -3);

d) focos em (4, 0) e (-4, 0) e um de seus pontos: (5, 3)

e) excentricidade 2, eixo principal: eixo dos x e um ponto da curva: (4, 1)

2
f) vértices em (0, 3) e (0, —3) e uma das assintotas y = ?x;

[\

g) um de seus pontos ( 6, 1) e uma assintota y = al

3
X
h) um dos focos (0, 4) e uma das assintotas: y = >

2 2

2 . Encontre os pontos de interseccdo da elipse ;—6 + % =1 com a hipérbole
2
xé i;—o = 1. Mostre que essas duas cbnicas sdo confocais, isto é, tém os

mesmos focos.

3. Um ponto se desloca no plano de modo que sua distancia ao ponto (3, 2)
fica sempre igual ao dobro da distancia a reta de equacdo x + 2 = 0. Deduza a
equacdo da curva descrita e identifique-a.

4, Numere a Coluna | de acordo com a Coluna Il

Coluna | Coluna Il
() elipse 1)2x+3y-1=0
( ) parabola 2 x=12+(y-22=9
( ) hipérbole (B)y—-x*+5x-6=0
() reta ) x2-y2=4
) o ¥2 )/2
( ) circunferéncia (5) —+—==1

16
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A seqliéncia correta, de cima para baixo, na Coluna | é:

a)45321 b)53214 c)23514 d)53412
e) nenhuma das anteriores

5. Das equagdes abaixo, a que representa uma pardbola de eixo coincidente
comaretay =0 é:

a) y=x2+1

b) x=y?+1

c) y—-x2=0

d) x2-y?2=1
1

g) x="+3
y

6. A distancia entre os focos da conica 3x? — y?= 9 é:

a) 3 b) 24/3 0) 43 d) 63 e) 83
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