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Cartas ao
Aluno



Carta da

Pro-Reitoria de Graduacéao

Caro aluno,

Com muita alegria, a Universidade de S&o Paulo, por meio de seus estudantes
e de seus professores, participa dessa parceria com a Secretaria de Estado da
Educacdo, oferecendo a vocé o que temos de melhor: conhecimento.

Conhecimento é a chave para o desenvolvimento das pessoas e das nagdes
e freqUentar o ensino superior é a maneira mais efetiva de ampliar conhecimentos
de forma sistematica e de se preparar para uma profissao.

Ingressar numa universidade de reconhecida qualidade e gratuita é o desejo
de tantos jovens como vocé. Por isso, a USP, assim como outras universidades
publicas, possui um vestibular tdo concorrido. Para enfrentar tal concorréncia,
muitos alunos do ensino médio, inclusive os que estudam em escolas particulares
de reconhecida qualidade, fazem cursinhos preparat6rios, em geral de alto
custo e inacessiveis a maioria dos alunos da escola publica.

O presente programa oferece a vocé a possibilidade de se preparar para enfrentar
com melhores condi¢cdes um vestibular, retomando aspectos fundamentais da
programacdo do ensino médio. Espera-se, também, que essa revisdo, orientada
por objetivos educacionais, 0 auxilie a perceber com clareza o desenvolvimento
pessoal que adquiriu ao longo da educacdo basica. Tomar posse da propria
formacdo certamente Ihe dara a seguranca necessaria para enfrentar qualquer
situacdo de vida e de trabalho.

Enfrente com garra esse programa. Os proximos meses, até 0s exames em
novembro, exigirdo de sua parte muita disciplina e estudo diario. Os monitores
e os professores da USP, em parceria com os professores de sua escola, estdo
se dedicando muito para ajuda-lo nessa travessia.

Em nome da comunidade USP, desejo-lhe, meu caro aluno, disposigdo e vigor
para o presente desafio.

Sonia Teresinha de Sousa Penin.

Pro-Reitora de Graduacgéo.



Carta da

Secretaria de Estado da Educacao

Caro aluno,

Com a efetiva expansdo e a crescente melhoria do ensino médio estadual,
os desafios vivenciados por todos os jovens matriculados nas escolas da rede
estadual de ensino, no momento de ingressar nas universidades publicas, vém se
inserindo, ao longo dos anos, num contexto aparentemente contraditorio.

Se de um lado nota-se um gradual aumento no percentual dos jovens aprovados
nos exames vestibulares da Fuvest — o que, indubitavelmente, comprova a
qualidade dos estudos publicos oferecidos —, de outro mostra qudo desiguais
tém sido as condigcGes apresentadas pelos alunos ao concluirem a ultima etapa
da educagdo bésica.

Diante dessa realidade, e com o objetivo de assegurar a esses alunos o patamar
de formacgdo bésica necessério ao restabelecimento da igualdade de direitos
demandados pela continuidade de estudos em nivel superior, a Secretaria de
Estado da Educagéo assumiu, em 2004, o compromisso de abrir, no programa
denominado Prd-Universitario, 5.000 vagas para alunos matriculados na terceira
série do curso regular do ensino médio. E uma proposta de trabalho que busca
ampliar e diversificar as oportunidades de aprendizagem de novos conhecimentos
e contelidos de modo a instrumentalizar o aluno para uma efetiva inser¢do no
mundo académico. Tal proposta pedagoégica buscara contemplar as diferentes
disciplinas do curriculo do ensino médio mediante material didatico especialmente
construido para esse fim.

O Programa ndo s quer encorajar vocé, aluno da escola publica, a participar
do exame seletivo de ingresso no ensino publico superior, como espera se
constituir em um efetivo canal interativo entre a escola de ensino meédio e
a universidade. Num processo de contribui¢cbes matuas, rico e diversificado
em subsidios, essa parceria poderd, no caso da estadual paulista, contribuir
para o aperfeicoamento de seu curriculo, organizacdo e formacgdo de docentes.

Prof. Sonia Maria Silva

Coordenadora da Coordenadoria de Estudos e Normas Pedagdgicas



Apresentacao
da area

[...] a Matematica procura compreender 0s modelos que permeiam o mundo que
nos rodeia assim como a mente dentro de nés. [...] Assim é necessario colocar a
énfase:

— em procurar solucg@es e ndo apenas em memorizar procedimentos;

— em explorar modelos e ndo apenas em memorizar formulas;

— em formular conjecturas e ndo apenas em fazer exercicios.

[...] com essas énfases, 0s estudantes terdo a oportunidade de estudar a Matema-
tica como uma disciplina exploradora, dindmica, que se desenvolve, em lugar de ser
uma disciplina que tem um corpo rigido, absoluto, fechado, cheio de regras que
precisam ser memorizadas.

Schoenfeld (1992)!

Este curso de Matematica com duracdo de 4 meses esta sendo oferecido a
alunos do ultimo ano do ensino médio da rede publica como um incentivo
para continuarem seus estudos em direcdo ao ensino superior. Embora néo
cubra todo o programa do ensino médio, pretende-se estimular o interesse dos
alunos pelos diversos temas de Matematica por meio de abordagens variadas.

Serdo estudados tdpicos sobre Numeros, Estatistica, Probabilidade e Ana-
lise Combinatéria, Geometria Plana e Espacial, Geometria Analitica, Sistemas
Lineares e Fung0es, privilegiando o entendimento das possiveis facetas de
um mesmo assunto, a analise de resultados obtidos e a interligacdo entre os
diversos contetdos.

Escolhas foram feitas de modo a priorizar sua formacéao, a discussdo de
idéias e a percepcdo de que a Matematica é uma disciplina viva que pode ser
construida, e ndo um amontoado de féormulas prontas para serem decoradas e
usadas. Lembrando que realmente aprendemos quando trabalhamos o conhe-
cimento, analisando-o de varias maneiras e usando-o com critério, considera-
remos, sempre que possivel, aplicacfes em problemas reais e interdisciplinares.

Acreditando que o intercAmbio entre vocés, alunos do ensino médio, e 0s
alunos da USP, que serdo os seus professores, venha a aumentar a sua predis-
posicdo para o ensino superior, desejamos a todos bons estudos!

Coordenacdo da area de Matematica

!SCHOENFELD A. H. “Learning to think mathematically: Problem solving, metacognition and sense
making in mathematics”. In: D. A. Grouws (Ed.). Handbook of research on mathematicas teaching and
learning. p. 334-370. Nova lorque: MacMillan, 1992.



Apresentacao
do modulo

Neste modulo estudaremos fungdes. O conceito de fungdes é um dos mais
importantes em Matematica, e seu conhecimento impulsionou o desenvolvi-
mento tecnoldgico em quase todas as areas.

As fungles permeiam nossa vida cotidiana mesmo que ndo tenhamos cons-
ciéncia disso. Por exemplo, o valor da conta de luz depende da quantidade de
energia gasta, a dose de remédio que é dada a uma crianga depende do seu
peso, o valor para fazer copias de um material depende do nimero de paginas
copiadas. Usando funcGes, também se estudam o crescimento de bactérias, o
movimento dos astros, a variacdo da temperatura da Terra etc. A nocdo de
funcdo nos permite, enfim, descrever e analisar relagdes de dependéncia en-
tre quantidades.

Neste médulo estudaremos o que chamamos de fungdes reais, isto é, rela-
¢Oes entre quantidades que podem ser descritas por nimeros reais. Daremos
énfase ao tratamento grafico das funcbes. Aprenderemos a relacionar infor-
macdes algébricas (como equagdes e inequagdes) com as informagdes geo-
métricas fornecidas por gréaficos de fungbes. Também veremos a relacdo entre
as simetrias e as transformacgfes no grafico e as correspondentes mudangas
algébricas.

A linguagem gréafica permite entender melhor diversos fenémenos da na-
tureza e estd cada vez mais presente no nosso dia-a-dia, nas informagGes vei-
culadas pelos meios de comunicacdo (revistas, jornais, televisdo etc.) ou nas
formas de arte e diversdo (como 0s jogos de computadores e os efeitos espe-
ciais para a arte cinematografica). A prdpria paisagem urbana esta cada vez
mais influenciada pela linguagem gréafica, e a matematica aparece aos olhos
de quem observa as regularidades das construcfes arquitetonicas e a decora-
¢do dos ambientes.

Como vimos no médulo anterior, a Geometria permite ligar matematica e
arte. Neste modulo, desenvolveremos outra parte da Matematica que também
pode ser associada & arte. Nossa opg¢do foi tratar o tema fun¢Ges chamando a
atencdo para a importancia da linguagem gréafica, levando em consideragédo a
possibilidade de compreender a manipulacdo dos graficos fazendo uso de
simetrias e transformacdes.



Unidade 1

Funcoes e simetrias

Organizadores

Antonio Carlos
Brolezzi

Elvia Mureb Sallum
Martha S. Monteiro

Elaborador

Antoénio Carlos
Brolezzi

Uma fungéo real f asso-
cia, a cada numero x de
um subconjunto DOR
um Unico numero real y.

Representamos essa as-
sociagdo pory = f (x). Le-
mos assim:“y é igual a f
de x;ou“y é funcdo de x"
Chamamos x e y de vari-
aveis, pois podem ocu-
par valores numéricos
diversos. E possivel utili-
zar quaisquer letras para
as variaveis. E comum
utilizarem-se a letra x
para variavel indepen-
dente e y para variavel
dependente. Dizemos,
assim, que o valor de x
determina o valor paray.
Por exemplo, o perime-
tro de um quadrado de-
pende do lado do qua-
drado. Se chamarmos o
lado de x e o perimetro
dey, temosy = 4x.

REPRESENTACAO DE FUNCOES

Afinal, o que sdo funcdes? Uma funcdo descreve as mudancas sofridas
por uma grandeza provocadas pela variacdo de outra. Quando conhecemos
uma funcdo, temos algum tipo de descri¢do da maneira como uma grandeza
varia dependendo da variacdo de outra. Matematicamente, dizemos que uma
funcdo é uma relagdo entre os elementos de dois conjuntos, em que para cada
elemento de um conjunto é associado apenas um elemento do outro conjunto.

Normalmente escrevemos f : D - B para informar que f leva os elementos
do conjunto D em elementos do conjunto B. Chamamos o conjunto origem D
de dominio de f, ou seja, 0 conjunto dos valores que a variavel independente
de f pode assumir. Quando o conjunto D ndo é explicitado, convenciona-se
tomar o maior subconjunto possivel para o qual f estd definida. O conjunto B
é 0 chamado contradominio de f, e é 14 que a fungdo f identifica os possiveis
valores para a variavel dependente. Ja o conjunto f (D), constituido de todos
0s possiveis valores de f (x) para x O D, é chamado de imagem de f. Essa
denominacédo é bastante grafica, pois se D e B forem subconjuntos do conjun-
to dos nimeros reais R a imagem de f é a projecdo do grafico de f sobre o eixo
das ordenadas (veja uma possivel ilustracdo na Figura 2).

Ha varias formas de descrever como essa correspondéncia é feita. Essa
descrigdo pode ser verbal, feita por meio de um texto que explica como as
variveis se relacionam, ou por meio de uma tabela, mostrando alguns valo-
res significativos que a varidvel dependente assume conforme o valor da va-
riavel independente. Além disso, uma funcdo pode ser representada por meio
de uma férmula matematica, ou entdo por meio de um desenho ou grafico.

A idéia de desenhar o comportamento das fungdes em um plano esta asso-
ciada a necessidade de representar figuras tendo alguma referéncia espacial.
Com o uso dessa representacao, passou-se a utilizar um plano com duas retas
graduadas ortogonais destacadas, uma para representar os valores de x e outra
os valores de y. Ou seja, para cada ponto P, precisamos ter um par de nimeros
indicando sua posicdo: o nimero X, que inicialmente era chamado de “corte”
do ponto P, e depois ficou conhecido como abscissa (do latim “cortar”); e um
segundo numero y (conhecido como ordenada). Os termos abscissa, ordena-
da e coordenadas foram usados pela primeira vez por Leibniz em 1692.



MODULO IV - FUNGOES E GRAFICOS

P(xy)

y ErsrE st

Dizemos que o gréafico
de uma funcédo é o con-
| junto definido por todos
X X 0os pares ordenados

(x, f (x)) tais que x esta

Figura 1. O ponto P no plano cartesiano. no dominio de f. Ao es-

crever, por exemplo,

O plano para representar posigoes recebeu posteriormente 0 nome de f:R R queremos dizer

plano cartesiano, em homenagem a Descartes, que em 1637 teve a idéia de que a fungo f relaciona
tratar as curvas geométricas por meio de expressdes algébricas, originando elementos do conjunto
assim a Geometria Analitica, que vocé verd com mais detalhes no Modulo 6. dos ntimero reais R. Voca
No plano cartesiano, as duas retas de referéncia recebem o nome de eixos vera adiante que, por
coordenados, como na Figura 1. exemplo, se f: R, ~R for

y definida por f (x) = x|
entdo o dominio de f
neste caso sao 0s reais

positivos (que represen-
_Nkﬁ“'a. tamos por R, ). O contra-
dominio é o conjunto
dos reais (R), e aimagem

Imagem de f

€éR,, pois o simbolo J

— X sempre indica a raiz qua-
Dominio de f drada positiva de um nu-
mero real. (Veja mais so-
bre a fun¢éo raiz quadra-
Vejamos agora um exemplo de uma fungdo representada de diversas formas: da na Unidade 3 deste
Maodulo.)

Figura 2. llustracdo de possivel condi¢do de dominio e imagem de uma funcéo f.

a) Registro verbal:

Uma formiga se move sobre uma régua em linha reta na direcdo crescen-
te dos centimetros, com velocidade constante de 2 cm por segundo. Supon-
do que, quando comecamos a observar a formiga, ela se encontra a 4 cm da
origem, onde ela estard apés 5 segundos?

b) Tabela:
Tempo (emsegundos) | Posicao (em centimetros)

0 4

1 6 O fil6sofo e matematico
alemao Gottfried Wilhelm

2 8 von Leibniz nasceu em

3 10 1° de julho de 1646 e fa-
leceu em 14 de novem-

4 12 bro de 1716. Foi um dos
criadores do Calculo Di-

ferencial e Integral, e aju-
dou a desenvolver a lin-
guagem das funcdes.




René Descartes foi um fi-
l6sofo e matematico
francés que nasceu em
31 de margo de 1596 (em
uma cidade que hoje se
chama Descartes) e fale-
ceu em 11 de fevereiro
de 1650. Pai da chamada
Filosofia Moderna, foi
um dos criadores da Ge-
ometria Analitica, junta-
mente com o também
francés Pierre de Fermat
(1601-1665).

MATEMATICA

c) Férmula algébrica:

Chamando de t o tempo de percurso da formiga e de S sua posicdo, temos
que para o valor t = 0 s, a formiga esta na posi¢do S = 4 cm. A cada segundo,
somam-se 2 ¢cm & sua posi¢do. Assim, parat=1s, temos S =2 + 4 = 6 cm. Para
t=2s,temos S =2 x 2 + 4 = 8 cm. Generalizando esse procedimento, vemos
que a férmula para o deslocamento da formiga é:

S=2t+4

d) Grafico:

No caso, podemos obter o valor desejado: ap6s

NG 5 s de passeio a formiga est4 na posicdo 12 cm.

127 Observe que a linguagem gréafica as vezes pode
111 trazer informacdo adicional. No caso da formiga,
107 ndo foi informado o que ocorria antes de come-
1 garmos a observar, ou seja, no tempo “negativo”
T que veio antes do inicio da observagdo (ou 0 que

viria depois da observagdo). Além disso, se a in-
formacédo fosse sé a fornecida pela tabela, ndo te-
riamos condicdes de saber exatamente qual é a
funcdo. Existem situacBes em que ndo é possivel
obter determinada representacdo para uma dada
funcdo. Em outras situagdes, pode ocorrer que uma
{ certa representacdo seja muito mais util que as
S demais. Por isso é importante conhecer todas.

Figura 3. Gréafico de S em
funcéo de t

SIMETRIAS. TRANSLACAO, ROTACAO, REFLEXAO

Encontramos varios exemplos de figuras simétricas na natureza. Muitos
seres vivos tém uma configuracdo simétrica. Uma idéia de figuras simétricas
é a encontrada nas gravuras abaixo. Se dobrarmos a folha de papel ao longo
das retas tracejadas, a figura se sobrepde. Estas retas sdo chamadas de eixos
de simetria. Muitas vezes nem percebemos, mas ha varias figuras simétricas
na natureza. Veja os eixos de simetria indicados abaixo.

Figura 4. Observando eixos de simetria especular.
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MODULO IV - FUNGOES E GRAFICOS

Esse tipo de simetria é chamado de especular, por lembrar a reflexdo do
espelho. Ha outras formas de simetria que sdo bastante interessantes. Para isso
vamos pensar um pouco nos movimentos que podemos fazer com uma figura
em um plano.

Podemos definir uma transformacdo geométrica em um plano como uma
correspondéncia um a um entre pontos do plano. Assim, por meio de uma
transformacgdo, os pontos de uma dada figura no plano correspondem a uma
outra figura (sua imagem) no mesmo plano. As transformacdes que néo alte-
ram as distdncias entre os pontos relacionam figuras congruentes, e sdo ditas
transformacdes isométricas. Por ndo distorcer as imagens, essas transforma-
¢cdes sdo chamadas de movimentos rigidos no plano. As transformacdes
isométricas de um plano séo translacéo, reflexdo e rotacdo, e todas as combi-
nagdes entre esses movimentos.

Translagdo é a transformacdo em que todos os pontos de uma figura se
deslocam numa mesma direcdo, sentido e de uma mesma distancia. Essa dire-
¢do pode ser horizontal, vertical ou uma combinacdo delas.

Reflexdo em relacdo a alguma reta m, que pode ser chamada de eixo de
reflexdo ou de simetria, é a transformacgdo que a cada ponto P associa 0 seu
simétrico P’ em relacdo a m, isto é, m é a mediatriz do segmento PP’. Se
dobrarmos a folha de papel ao longo de m, os pontos P e P’ se sobrepGe.

Rotacdo é o giro da figura em torno de algum ponto e de um determinado
angulo.

Veja exemplos de transformagdes sobre o desenho da figura abaixo:

B

Translagoes

N

Reflexoes
(em relacéo aos eixos)

L ‘
Rotagdo
(em torno da origem)

Figura 5. Os movimentos rigidos.

Esses movimentos, bem como suas combinagfes, geram padrdes que séo
muito utilizados na arte, na arquitetura e na decorac¢do. Considerar esses mo-
vimentos no plano pode ser util para compreendermos as fun¢des matemati-
cas. Por outro lado, as fun¢bes podem nos ajudar a compreender e representar
melhor essas e outras transformacdes.

11

O prefixo iso significa igual;
portanto, transformacdes

isométricas sdo aquelas que
mantém as distancias en-
tre os pontos.

Maurits Cornelis Escher
(1898-1972), nascido na
Holanda, foi um dos ar-
tistas graficos mais fa-
mosos do mundo e pro-
duziu mais de 2.500 de-
senhos e outras formas
de arte que representam
demonstracdes do po-
tencial artistico da Mate-
matica. Jogando com si-
metrias, transformacdes

e perspectivas, seus de-
senhos sao intrigantes e
maravilham o olhar hu-
mano, criando ilusdes e
um mundo fantéstico de
formas (veja mais em
www.mcescher.com).

Paramim, permaneceuma
questdo em aberto se [esta
obra] pertence aoreino da
matemaéticaou daarte.

M.C. Escher



MATEMATICA

DESENHANDO COM FUNCOES

Os quatro quadrantes em que um plano cartesiano fica dividido por seus
dois eixos oferecem varias oportunidades de aplicar a idéia de transformacdes
a desenhos de fungdes. Para entender como funciona, vamos pensar em um
ponto P representado por um par (x,y). Se 0s numeros x e y forem positivos
ndo nulos, entdo o ponto estd representado no primeiro quadrante. O que
ocorre se tomarmos o ponto Q representado pelo par (-x,y)? O ponto tera a
mesma ordenada y que o ponto P, mas vai ocupar o lugar simétrico ao ponto P
em relagdo ao eixo y. Se tomarmos 0 ponto T (x,-y), esse ponto é simétrico a P
em relacdo ao eixo x. J& um ponto S (-x,-y) esta no terceiro quadrante. Ele
pode ser obtido a partir de P por meio de uma rotagdo em torno da origem
(0,0) e de angulo 180°. Note que S pode também ser obtido a partir de P por
duas sucessivas reflexdes em relagdo aos eixos coordenados. Veja a ilustragdo

abaixo:
y1
QYo p P (X,Y)
i . - "
—X : E X X
S (=%, -y) -y T (X -y)

Figura 7. Posi¢des relativas entre pontos no plano cartesiano.

Estas mesmas relacBes podem ser empregadas quando fazemos algumas
operacdes com a fungdo ou com a variavel independente. Se uma fungéo
f: R -R possui uma representacdo grafica como segue, vejamos 0 que ocorre
quando tomamos y = f (x), y = f (-x), y = —f (x), e y = —f (-x).

x

R

i

PN WA N ® O

-9 -8 -7 6 -5 -4 -3 -2 -1_4 12 3 4 5 6 7 8 9

Figura 8. Grafico de uma fungéo y = f(x).
g € Sl Ries edr Observe a figura abaixo. Nela estdo desenhados os graficos de y = f (x),
CUOESEREEESNS vy =f(—X), y = —f (x), e y = —f (—x). Em cada grafico identifique o dominio e a

iveis movimentos rigi- ; 0 2 ini i
S imagem, observando as alteragBes em comparagdo ao dominio e imagem de
dos (www.sgarlata.it) y= f (X)

12



MODULO IV - FUNGOES E GRAFICOS

y=1(x) | ~ YET

y=-f(x) . y=-f()
Figura 9. Gréfico de y = f(x) e simetrias por espelhamento em torno dos eixos.

Dado o gréafico de uma fungdo, podemos fazer translagdes, rotagdes e
reflexdes. Vocé vera exemplos disso ao estudar algumas funcdes especificas
neste modulo. O que ocorre com o grafico de uma fungdo se somamos ou
subtraimos a ela uma constante? Em y = f (x), se somamos ou subtraimos uma
constante a variavel dependente y, faremos seu grafico deslocar-se pelo plano
cartesiano. Observe o desenho abaixo e tire suas conclusdes.

L y=f()+2
34 y=f(x)+1
2] )
1+ = y=fx)-1
4 3 2 - 1. 2 8y=fx-2
-1/
y=f(x)-3
2/
3.
4.

Figura 10. Gréafico de y = f(x) e translac6es verticais.

Observe agora 0 que ocorre quando somamos ou subtraimos uma cons-
tante a varidvel independente em y = f (x). Tire suas conclusoes.

4
x(b\ *xr‘) +x'\> D Q/Q /’1)
=f(x+4 3 //\Qr //\\ //\\ ’/\\ 2 /’\(\~
y=f(x+4) , 8 Ny .% AR
1 A
- ] I...- :.
-3 2 -1 1 2 3 4
-1+
-2 1
-3 1
41

Figura 11. Gréfico de y = f(x) e transla¢bes horizontais.
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MATEMATICA

Agora faca voceé:

Dado o desenho de y = f(x) abaixo, diga o que deve ser feito com f(x) para
obter a fungdo g(x), cujo desenho é dado. Explicite os dominios e imagens de
cada uma das funcdes envolvidas.

2 y -

y=9(x)

4 3 2 1 1 2 3 4 x
-1
2 +
-3
-4

Figura 12. Obter as transformacdes de f(x) para obter g(x).

b)

Now A

y=9(x)

Figura 13. Obter as transformacdes de f(x) para obter g(x).

Na mesma linha de raciocinio, podemos analisar o efeito de multiplicar,
em y = f(x), a variavel independente ou a variavel dependente por uma cons-
tante ndo nula. Isso sera feito ao estudarmos o comportamento de fungées
especificas, que veremos em seguida. Nas unidades seguintes, estudaremos
algumas fungdes importantes, conhecer seus graficos e aprender a relacionar
alteragdes nos coeficientes das expressdo de cada funcdo com as alteracGes
em seu grafico.
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Unidade 2

Retas e parabolas

Organizadores

DESENHANDO RETAS. AS FUNCOES POLINOMIAIS DO
PRIMEIRO GRAU

Uma funcdo polinomial de primeiro grau é da formay = ax + b, ondeae b
sdo constantes, x € a variavel independente, y é a varidvel dependente e a # 0.

Observemos que, se a = 0, temos y = b, que é uma fungdo constante. O
grafico de y = b é uma reta horizontal, ou seja, uma reta paralela ao eixo das
abscissas, pois para qualquer valor de x, o valor de y é sempre 0 mesmo: b.
Nesse caso, a fun¢do y = b é uma funcdo polinomial de grau zero.

Quando a # 0, o grafico de y = ax + b € uma reta ndo horizontal mas
também ndo vertical — lembre que uma reta vertical ndo pode ser grafico de
uma funcao.

Vamos entender porque o grafico de y = ax + b é uma reta.

i

Figura 14. Quaisquer trés pontos sdo alinhados.

Seja A = (x,, y,) um ponto do grafico, isto ¢, dey, = ax, +b. Se B = (x,, y,)
e C = (x., y.) sdo outros dois pontos do gréfico ndo coincidentes e distintos de
A, temos: y, = ax, + b ey, = ax_ + b. E preciso observar que, em se tratando
de trés pontos distintos do grafico de uma funcéo, as abscissas de A, B e C sdo
duas a duas distintas. Entdo, temos:

- apartirdey, =ax, +bey, =ax, +by, -y, =a(x;-X,), 0u seja,
Ye~ V4

a= ;
Xp ™ Xy

- apartirdey, =ax, +bey. . =ax.+by -y, =a(x. —X,), 0useja,
Yo = Va4

a= .
Xo - X,

Antoénio Carlos
Brolezzi

Elvia Mureb Sallum

Martha S. Monteiro

Elaborador

Antoénio Carlos
Brolezzi




MATEMATICA

Assim, na figura acima, observamos que os triangulos ABP e ACQ séo
semelhantes pelo caso LAL de semelhanga, pois possuem um angulo reto e 0s
lados adjacentes a esse angulo respectivamente proporcionais, ja que

Vg~ Va4 Ye © Yy . n L - . .

. = . Dessa maneira, o angulo de vértice no ponto A no primeiro
Xp- X, Xo- X,
triangulo é congruente ao angulo de vértice no ponto A no segundo triangulo,
ou seja, 0 ponto C esta alinhado com os pontos A e B. A reta que contém esses
pontos € aquela cujo coeficiente angular é precisamente a, que é a medida da
tangente trigonométrica do &ngulo de inclinacdo a da reta — angulo que a reta

forma com o semi-eixo horizontal positivo. Por qué? Justifique.

Uma vez que o raciocinio feito para A, B e C pode ser repetido para qual-
quer ponto do gréfico da fungdo y = ax + b, concluimos que o gréfico é, de
fato, uma reta.

A partir do gréafico da fungdo mais simples desse tipo, que é y = X, pode-
mos entender o grafico de qualquer outra funcdo desse mesmo tipo.

Para cadavalor dex, o valor davariével
i dependente y é igual a x. Dessa ma-
neira, o triangulo OAB é retangulo e
isosceles e, portanto, o angulo BOA
tem 45°, ou seja, a reta que passa por
O e B é a bissetriz do primeiro e ter-
ceiro quadrantes

Figura 15. O gréfico da fungédo y = x

Consideremos agora o caso de y = ax com a # 0.

.. 1 1
Primeiramente, se a > 0, e fazendoa=1,a=2, a= 5’ a= §’ por exemplo,

observe na figura abaixo: para cada valor ndo nulo da abscissa x, o valor da

) . 1 1 , .
ordenada correspondente é, respectivamente, X, 2X, EX’ },’X' Além disso, para
x =0 temos sempre y = 0, 0 que significa que todas essas retas passam pela origem.

Dessa maneira, variando o coeficiente a > 0 em y = ax, observamos gue 0
angulo de inclinagdo da reta varia: se a > 1, o angulo é maior que 45°; se

0<a<1, o angulo é menor que 45°.
y=2x y=x

Figura 16. Gréafico de fungdes do tipoy =axcoma> 0.
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MODULO IV - FUNGOES E GRAFICOS

Se o coeficiente a é negativo, o raciocinio é semelhante. Examinamos
inicialmente o caso em que a = -1. O grafico de é a reflexdo do grafico de y
= x com relacdo ao eixo horizontal.

y =X \ 1 y=X

Figura 17. Os gréficos das fungdesy =x ey = —x.

Novamente, se a < 0, observe na figura abaixo, ondea =-1,a=-2, a=— >

a=- 5—: para cada valor ndo nulo da abscissa x, 0 valor da ordenada corres-

, . 1 1 , .
pondente é, respectivamente, —x, —2X, — % = 3% Além disso, como antes,

para X = 0 temos sempre y = 0, 0 que significa que todas essas retas passam
pela origem.

Dessa maneira, o coeficiente a < 0 em y = ax também faz mudar o angulo
de inclinacdo da reta: se a < -1, temos a reta numa posi¢do mais proxima da
vertical; se -1 < a < 0, a reta se encontra numa posi¢cdo mais proxima da

horizontal. y=x  y=-2x

L \
y= -3
1

Figura 18. Gréafico de funcdes do tipoy =ax com a< 0.

Observe que o grafico de cada uma dessas funcdes é simétrico relativa-
mente ao eixo X, ao da funcdo que tem o mesmo coeficiente, mas com sinal
positivo, na Figura 16.

Uma vez entendida a acdo do coeficiente a, precisamos entender qual o
papel do coeficiente b na equacdo y = ax + b.

Basta observar um caso simples e, a partir dai, a generalizacdo é imediata.

De fato, comparando os graficos de y = x e de y = x +1, observamos que,
ao fazer o segundo grafico, para um mesmo valor de x a ordenada foi acresci-
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1. Uma parabola é uma
curva especial, que pode
ser obtida através de
uma determinada sec-
¢do da superficie de um
cone. Estuda-se esse as-

sunto em Geometria Ana-
litica. Entretanto, mais
adiante, neste mesmo
modulo, vamos detalhar
alguns aspectos desse
tipo de curva.

MATEMATICA

da de uma unidade quando comparada aquela do ponto correspondente no
gréfico de y = x. Por isso, no grafico de y = x + 1 ocorreu uma translacao
vertical de uma unidade quando comparado ao grafico de .

2 Yy=X+ 1 y=xX

Figura 19. Os gréficos das fungdesy=xey=x+ 1.

Para qualquer outro valor do coeficiente b acontece algo anélogo: se b > 0 ha
uma translacdo vertical para cima; se b < 0 ha uma translacdo vertical para baixo.
. - N 3 2

Assim, para obter o gréfico, por exemplo, da fungdo y = - EX + 3 faze-

mos varios graficos intermediarios a fim de entender os movimentos ocorri-
dos, a partir do grafico de y = x.

3
y=-3x y
2 \k/‘

y=—X —» y

3 2
=X+ =
2 3

2
Figura 20. O grafico da funcdo y = —%x + 3 a partir do gréafico de y = x.
Agora faca vocée:
Esboce os graficos de:

a) -éx 2
y—5 -

8 1
b)y=-Zx+3,

a partir do grafico de y = x.

DESENHANDO PARABOLAS. AS FUNCOES
POLINOMIAIS DO SEGUNDO GRAU

A funcdo polinomial do segundo grau, ou funcdo quadratica, mais sim-
ples, é dada pela expressdo y = x2 e tem por grafico uma curva denomina-
da pardbolal. Como sempre, x é a variavel independente e y é a variavel
dependente.

18
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\
O ponto dado pelo par

\ 1/
AN _,r‘J ordenado (0,0) deno-
" | mina-se vértice da pa-
rabolay =x2

Figura 21. O gréfico da funcéo y = x2
A partir do grafico dessa fungdo, podemos entender o grafico de qualquer
funcdo polinomial do segundo grau, dada por y = ax® + bx + ¢, onde a, b e ¢ séo
constantes, sendo que a é ndo nulo. O que acontece se o coeficiente a é zero?
Entretanto, como veremos a seguir, precisamos escrever a fungdo num

outro formato: y = a(x + m)?, onde a, m e k sdo constantes, a # 0, que se
relacionam com a, b e c, dados inicialmente, o que também sera detalhado

mais adiante.
Como fizemos no caso das funcdes de primeiro grau, vamos entender

primeiro qual é a acdo do coeficiente a. Para tanto, vamos examinar o caso

das funcdes do tipo y = ax? com a # 0.

Primeiramente, se a > 0, observe na figura abaixo: para cada valor néo
nulo da abscissa x, o valor da ordenada correspondente é, respectivamente,

X%, 2x2, —x?, —x2. Além disso, para x = 0 temos sempre x = 0, 0 que significa

1

2 3 )

que todas as curvas passam pela origem.

Dessa maneira, o coeficiente a > 0 em y = ax? faz mudar o angulo de

inclinacdo da curva?: se a > 1, o angulo aumenta (a parabola fica mais “fecha-
da”), se 0 < a < 1, o angulo diminui (a pardbola fica mais “aberta™).

2
|

Figura 22. Gréfico de func¢des do tipo y = ax? com a > 0.

2.0 angulo deinclinagdo
de uma curva num pon-

to é o angulo de inclina-
¢do da reta tangente a
curva nesse ponto.

Se o coeficiente a é negativo, a situacdo €, de certa maneira, semelhante.
Examinemos inicialmente o caso em que a = -1. O graficodey = -x? é a

reflexdo do gréafico de y = x? com relagcdo ao eixo horizontal. Por qué?

19
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.H*J_. ?

y=-x

Figura 23. Os graficos das fungdesy =x? ey = —x2
Também agora, se a < 0, observe na figura abaixo: para cada valor ndo
nulo da abscissa x, 0 valor da ordenada correspondente é, respectivamente, —x2,
1 1 .
—2x?, — EXZ’ - —3'X2' Além disso, como antes, para x = 0 temos sempre y =0, 0
que significa que todas as curvas passam pela origem.

Dessa maneira, o coeficiente a < 0 em y = ax?, como antes, faz mudar o
angulo de inclinacdo da curva: se a < —1, a parabola fica mais “fechada”, se
-1 < a <0, a pardbola fica mais “aberta”.

-

O pontodado pelo
par ordenado (0, 0)
€ o vértice da pa-
rdbolay=ax? para
todoa<0.

1

\ « y=-——x

A ' ]
— _,,, ) :‘_ ) - 5
2% y=-x* Yy 5 X
Figura 24. Gréafico de funcdes do tipoy=ax’coma<0

Vamos agora analisar o caso de fungdes do tipo y = ax? + k, a # 0. Para
tanto, na figura abaixo estdo os graficos de fungdes desse tipo para alguns

possiveis valores de k.
y=x2+2 y=x+1

A «—y=x*-3

Figura 25. Gréfico de funcdes do tipo y = ax? + k para diferentes valores de k.

Novamente, basta observar um caso simples e, a partir dai, a generaliza-
cdo é imediata.
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MODULO IV - FUNGOES E GRAFICOS

De fato, comparando os gréaficos de y = x?2 e de y = x> + 1, observamos
que no segundo gréfico ocorreu uma translagdo vertical de uma unidade, pois
para um mesmo valor de x, a ordenada do ponto, no segundo grafico, foi
acrescida de uma unidade quando comparada aquela do ponto corresponden-
te no grafico de y = x2

Para qualquer outro valor do coeficiente k acontece algo analogo: se k > 0
ha uma translagdo vertical para cima; se k < 0 ha uma translagdo vertical para
baixo. Qual é o vértice de uma parabola dada por y = ax? + k, a # 0?

Analisemos agora o caso da funcdo y = a(x + m)?, a # 0. Vamos examinar
os graficos das fungbes y = x%, y = (x + 1)2 e y = (x — 2)?, pois 0 entendimento
de casos particulares vai nos levar imediatamente & generalizagdo necesséria.

y=(x+1? y=x

Figura 26. Grafico de fung¢des do tipo y = a(x + m)? para alguns valores de m.

E preciso observar que em y = (x + 1)2 0 valor x = —1 exerce 0 mesmo
papel que x = 0 em y = x?, que é o de zerar a variavel dependente y. O mesmo
acontece com x = 2 em y = (x — 2)% Uma andlise relativa a todos os outros
valores das abscissas nos mostram que o grafico de y = (x + 1)? sofreu uma
translacdo horizontal de —1 unidade (isto é, de uma unidade para a esquerda),
enquanto que o grafico de y = (x — 2)? sofreu uma translacdo horizontal de
duas unidades (ou seja, de duas unidades para a direita) quando comparados
ao gréfico da funcdo mais simples y = x2.

Evidentemente, para qualquer outro valor de m, a analise é semelhante.

Vejamos entdo como fazer o grafico de, por exemplo, y = 3[ e ;] -2,

fazendo os vérios gréficos intermediarios a fim de entender os movimentos
ocorridos, a partir do grafico de y = x2. - |

<
I
w
+
B |

_ y= 3 | . ;l _

Figura 27. O gréafico da fungdoy =3 | i+ — | — 2 a partir do gréfico dey = x2
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3.0 Winplot é um software
livre, disponivel, inclusi-

ve em portugués, no en-
dereco: http://math.exeter.
edu/rparris

MATEMATICA

E preciso observar que primeiro construimos o grafico da fungio mais

5

simples y = x% em seguida, o gréfico dey = | x d] no qual observamos a

translacdo horizontal de — %; depois o grafico de y = 3.[ x4 -:l] onde é possi-

vel visualizar a mudanca de inclinacdo da curva provocada pelo fator 3; final-

mente, o grafico de y = 3.[ x4 d] — 2 com a translacdo vertical de -2. O

1

vértice da paradbolay = 3. | 1+ -:l] -2 é 0 ponto [-d.—j].

Agora faca vocé:
1. Construa o graficodey = —2(x — 1)? + % a partir do grafico de y = x2.

2. Invente outra funcdo polinomial do segundo grau e peca para seu colega
esbocar o gréfico. Reciprocamente, esboce o grafico da funcdo inventada por
ele. N&o esqueca de partir de y = x?, a fim de entender a agdo dos coeficientes
nos movimentos do gréafico inicial.

DESENHOS CRIATIVOS

Os graficos das fun¢des permitem que vocé dé asas a imaginacao! Por
exemplo, as figuras abaixo foram criadas utilizando tdo somente graficos de
funcBes quadraticas. Vocé pode, eventualmente, utilizar o software Winplot®
como ajuda para resolver o problema:

Sabendo que as figuras abaixo sdo formadas apenas por arcos de parabo-
las, defina as fungdes e seus respectivos dominios, de modo a obter cada uma
das figuras dadas.

a) b)

Em seguida, para cada uma das duas mascaras, vocé é capaz de obter a
figura simétrica em relacdo a um eixo vertical (e a um eixo horizontal) que
ndo passe por ela? Em cada caso, defina as fun¢bes com seus dominios, cujos
graficos lhe permitem obter as reflexdes realizadas.

Agora faca vocé

Invente figuras utilizando arcos de pardbola ou segmentos de reta. Em
seguida, defina as fungdes e seus respectivos dominios, de modo que através
de seus graficos seja possivel obter a figura criada.
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COORDENADAS DO VERTICE DE UMA PARABOLA:
COMPLETANDO QUADRADOS

Como vimos, o grafico de y = x? é uma parabola cujo vértice é o ponto

(0,0), enquanto que o grafico de y = 3.[ x4 4] — 2 é uma parabola cujo

i ]
vértice é o ponto [ R l Assim, quando a funcdo quadratica esta dada no

formato em que sdo visiveis as translacdes horizontal e vertical em relacdo ao
grafico de y = x2, automaticamente temos as coordenadas do vértice da para-
bola correspondente.

A questdo toda estd centrada no seguinte problema: dada uma funcao
polinomial do segundo grau y = ax? + bx + ¢, como é possivel reescrevé-la de
maneira tal que seu grafico possa ser enxergado como resultado de movimen-
tos realizados no gréafico de y = x??

Vejamos por meio de um exemplo inicial como é possivel resolver esse
problema.

Sejay = x? — 4x + 5. Essa expressdo pode ser reescrita da seguinte maneira:
Yy=xX2—4x+5=x2 —4x+4+ 1, poisdx =2.x.2. Assim,

y=x>-4x +5 = (x - 2)* + 1, de onde podemos observar a translagdo
horizontal de duas unidades e a translagdo vertical de uma unidade, em com-
paracao ao grafico de y = x2 Esboce o grafico da funcdo y = x2 — 4x + 5. Qual
0 vértice da parabola obtida?

Vejamos agora um exemplo um pouco mais “dificil”:

Sejay = 3x2 — 7x + 2. Temos entdo: y = 3[.1" x4 ; ]
L 7 7
Observamos que é possivel escrever 3 X=2.X. S e, portanto,

. 7 49 49 2 , 49 7
y = 3[ X ==X — :| onde somamos e subtraimos — = .
3 i ¥ 3 36 5]

TY 25
.1[.1' ]
] i 12

Dessa forma a funcdo dada inicialmente pode ser escrita num outro for-

'-']' 25

mato: y = 3x>— 7x + 2 = -‘[-1' p R

no qual percebemos que, comparan-

. . . 7
do com o grafico de y = x?, houve uma translagdo horizontal de o e uma
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translacéo vertical de — f; além da mudanga de inclinacdo provocada pelo

fator 3. _ N - Y=X
)
W=l
3 M LY . R J

Figura 28. O gréfico de y = 3x*— 7x + 2 a partir do gréfico dey = x2.

O processo desenvolvido é denominado completamento de quadrados,
pois a grande questdo foi a de obter o quadrado de uma soma ou de uma
diferenca. Completar quadrados €é Gtil para escrever a expressao da fungdo poli-
nomial de segundo grau de maneira que a compreensao de seu grafico a partir
da fungdo mais simples y = x? seja imediata, facilitando, em particular, a deter-
minagdo das coordenadas do vertice da parabola, evitando a necessidade de
decorar formulas.

A fim de resolver o problema geral colocado, precisamos fazer 0 mesmo
calculo, mas de maneira formal, com coeficientes literais.

Sendo y = ax? + bx + ¢, temos:
. ]
y=aj a oal

uma vez que o coeficiente a é certamente nao nulo.

b b
Como—x=2.— . X, temos:
a 2a

] e b c

y:a[.r"- i F =

e do  da il

2 h

pois somamos e subtraimos o termo —; = [ :
4a2 L 2a

- b’ ¢ -b* +dac

Dai entdo, como — — + — = ————
4a a 4a

( h l B+ da
p=g|l| x+— | +—m
) 4

2 a

, temos:

ou ainda,
[ b ] b+ dac
V=4 X+ T
' 2a 4
E bom observar que as coordenadas do vértice estido automaticamente
determinadas na ultima expressdo escrita, além de estarem claramente expli-
citas as translages horizontal e vertical e a mudanca de inclinacdo em relacdo
ao grafico da funcdo mais simples y = x2. Além disso, nessa Ultima expressao
é possivel perceber a maneira pela qual se relacionam a, m e k com a, b e c,
conforme haviamos anunciado. Escreva a, m e k em funcdo de a, b e c!
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Agora faca vocé:

Esboce o grafico das fungdes, a partir do grafico de y = x2, completando
quadrados:

a)y =x* —10x + 25
b)y =x* —6x+ 10
C)y=2x* —4x + 3
dy=3x* —10x + 5

QUEM PRECISA DE FORMULAS?

Em Matemaética, muitas vezes, vocé acaba decorando procedimentos e,
portanto, regras ou férmulas, de tanto utiliza-las. Mas esse ndo é o principal
objetivo. Os raciocinios envolvidos, as estratégias utilizadas e os atalhos bus-
cados envolvem criatividade e esperteza. E ai se encontra um interessante
objetivo presente em qualquer curso de Matematica: resolver problemas ten-
tando minimizar esforcos, de maneira significativa.

A determinacdo das raizes de uma equacdo polinomial de segundo grau é
exemplo de uma situacdo na qual o fato de saber uma férmula decorada, sem
significado, é desnecessario.

Observe que, completando quadrados, imediatamente é possivel encon-
trar as raizes da equacéo.

Considere a equagdo 3x*> — 7x + 2 = 0. Como vimos no exemplo anterior,

TV 25 I
apo6s completar quadrados, 3x? — 7x + 2 = 3[.-r— ] "1 Isso significa que
¥
< . . 7Y 25
resolver a equagdo 3x? — 7x + 2 = 0 € 0 mesmo que resolver 3| x - BT =0.
1

Da ultima equacdo podemos escrever:

[ ?]’ 25 [ ?]’ 25
3lx——| =— ou x——] ==
6l 12 6l 36

de onde temos:

7 5 7 5

X——== ou X——=——

6 6 6 6
ou seja, encontramos as duas raizes da equacdo inicial:
x—§+z—2 ou X= §+Z—l
6 6 6 6 3

Naturalmente, o raciocinio pode ser generalizado para a equacao
ax? + bx + ¢ = 0. Verifique!

PARABOLAS* ATRAVES DE DOBRADURAS

Muito embora vocé estude as secgdes conicas no contexto de Geometria
Analitica, vamos propor aqui uma atividade interessante envolvendo as para-
bolas, j& que as utilizamos amplamente. Essa atividade consiste na construcéo
de uma parabola através de dobradura. E conveniente realiza-la em papel ve-
getal, por ser um papel que possui a consisténcia adequada.
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4. Apesar de uma parabo-
la ser uma curva que tem
um formato bastante co-
nhecido, existem outras
curvas que tém um for-
mato semelhante, mas
ndo sdo parabolas. Por
exemplo, o fio de telefo-
ne, quando nao esta per-
feitamente esticado en-
tre dois postes, ndo for-
ma uma parabola, mas
outra curva denominada
catenéria. Para decidir se
uma dada curva é ou ndo
uma parabola, é necessa-
rio verificar se seus pon-
tos satisfazem a proprie-
dade que define uma pa-
rabola.




5. Dizemos que uma reta
t € tangente a uma paréa-
bola quando t encontra
a parabola em um anico

ponto, deixando-a total-
mente contida num dos
dois semiplanos que t
determina.

Definicdo de
parabola:

Dados uma reta d e um
ponto F ndo pertencen-
te a d, a parabola é o lu-
gar geométrico dos
pontos T do plano que
contém F e d, tais que a
distanciade T a F € igual
adistanciade Tad.

6. A mediatriz de um seg-
mento €é a reta perpen-
dicular ao segmento
pelo seu ponto médio.
Equivalentemente, a
mediatriz de um seg-
mento é o lugar geomeé-
trico dos pontos do pla-
no que sao equidistantes
dos extremos do seg-
mento.

MATEMATICA

Em sua folha, desenhe uma reta e um ponto ndo pertencente a ela. Em
seguida, dobre o papel de modo que o ponto fique sobre a reta; desdobre-o e
dobre-o novamente com a mesma condigdo: o ponto deve ficar sobre a reta.
Faca isso muitas vezes, até vocé encontrar o resultado esperado: a parabola

construida por meio de suas tangentes®.

Evidentemente, é preciso mostrar que de fato isso é verdade: ou seja, cada
uma das retas construidas — as dobras — € uma reta tangente, isto €, possui um
ponto que satisfaz a definicdo de parabola e esse é o Unico ponto da reta com

tal propriedade.
i) Existe um ponto que satisfaz a definicdo de parabola

Figura 29. Existe um ponto da parabola na dobra.

Basta observar que a “dobra” é a mediatriz do segmento FD® e 0 ponto T
é a intersec¢do da dobra com a perpendicular a d pelo ponto D. Sendo assim,
pela congruéncia dos dois tridngulos determinados, concluimos que os seg-

mentos TF e TD sdo congruentes, logo T pertence a parabola.
i) O ponto T é o unico ponto que satisfaz a definicdo de parébola e que se

encontra na “dobra”. /

o/
EgT d
I|

Figura 30. Existe um Gnico ponto da parabola na dobra.

De fato, se existisse outro ponto T’ na mesma “dobra”, teriamos novamen-
te que os segmentos T’F e T’D seriam congruentes pela defini¢cdo de mediatriz.
Mas T'D>T’D’, pois T'D € a hipotenusa do triangulo retangulo T’D’D. Assim
sendo, T’ ndo pertence a parabola.

Examine a sua curva construida no papel vegetal. Observe que a reta dada
inicialmente ¢ a diretriz d e que o ponto dado é o foco F. Observe também que
0 Vvértice de sua parabola se encontra na reta perpendicular, tracada por F, a
diretriz d. Mais uma observacdo importante é o fato de que essa perpendicular

é justamente o eixo de simetria da paréabola.

Como exemplo de determinacdo do foco e da diretriz do grafico de uma
fungdo polinomial do segundo grau, utilizando ndo férmulas decoradas, mas
a definicdo de parabola, vamos examinar o caso de y = x2.
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Uma vez que o vértice da curva € o ponto O = (0, 0) — ndo esqueca que 0
vértice, sendo um ponto da curva, precisa satisfazer a propriedade que carac-
teriza a pardbola — a fim de determinar o foco e a diretriz, vamos procurar um
ponto F = (0, p) e uma reta y = — p, pois dessa forma a distancia de O a essa
reta é p, e a distancia de O a F também é p. O parametro p precisa ser determi-
nado a fim de encontrar F e d.

Para tanto, vamos impor a condigéo: a distancia de qualquer ponto P = (X, y)
da curva ao ponto F seja a mesma do que a distancia do ponto P a reta diretriz d.

I P=(x)

F=(0,p)

ip D:(Xry_p)

/ M=(x,y+p)

Logo, por Pitagoras, a distancia de P

P _|i'

M d aFé yfx' #(y=p|

e adistancia de P a d é a medida de

PM, logo é:y + p.

Figura 31. O ponto P é eqidistante do foco F e da diretriz d.

No tridngulo retdngulo PDF temos que a medida do cateto PD é y—-pea
medida do cateto FD é x. Logo, a medida da hipotenusa FP, pelo Teorema de

Pitagoras, é v'.r" By u]" , que é a distanciade P a F.

Por outro lado, a distancia de P a reta diretriz d é dada por y + p.
Impondo a condicdo de que P pertence a uma parabola, temos:

Jxiely=pl =y +p
e dai, elevando ambos os membros ao quadrado,

X2+ (y—p)?=(y+p)

ou seja,
X? +y?—2py + p* =y’ + 2py + p?
e, portanto,
X% = dpy
isto €,
=L
4p

1 1
Como y = x?, obtemos — =1, 0ou sejap = —.
y 4p ja p 4

| 1
Logo, o foco é o ponto F = [ “-4 ] e adiretrizéaretay = 7
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Agora faca vocé:
Determine o foco e a reta diretriz das parabolas dadas por:

3 2
= o= | =2
a)y [I ‘] y

b) y = 3%

1 x
=3[x——| +1
oy (r 3] +

dy=5*-4x+1

Sugestdo: Desenhe o grafico de cada funcédo, partindo da fungdo mais simples
y =X
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Unidade 3

Algumas outras funcoes

e seus graficos

A FUNCAO MODULO DE UM NUMERO REAL

O conceito de mddulo de um numero real estd associado a idéia de distan-
cia de um ponto da reta a origem. Como existe uma correspondéncia biunivoca!
entre 0s pontos da reta e 0s nimeros reais, pensar na distancia de um ponto a
origem ou pensar no mddulo de um nimero é exatamente a mesma coisa.
Dessa maneira, |5 = 5 e |-5| = 5, pois 0 numero 5 estd a uma distancia de 5
unidades da origem, e o0 ponto -5 também esta a 5 unidades da origem.

De modo geral, definimos 0 médulo de um namero real a da seguinte
maneira:

sea>0,|al =a;
sea<0,|a=-3a
sea=0,[0]=0.

Podemos definir uma fungdo que, a cada ndmero real x associa 0 modulo
de X, ou seja, a distancia de x a origem. Temos assim:

X sex=20
y=[x=
- X sex<0

O gréfico dessa funcdo tem o seguinte aspecto:

Figura 32. O gréfico de y = ||

Com efeito, para os valores positivos ou zero da variavel independente X,
o valor da variavel dependente y é 0 mesmo que X, pois y = Xx; para valores
negativos de x o valor de y é —x, pois y = —x. Dessa forma, o gréfico é formado
por duas semi-retas de mesma origem.

Outra maneira interessante de olhar para o grafico de y = |x| é considerar
que ele coincide com a reta y = x para valores de x positivos ou zero, enguan-

Organizadores

Antoénio Carlos
Brolezzi

Elvia Mureb Sallum
Martha S. Monteiro

Elaborador

Antoénio Carlos
Brolezzi

1. Dados dois conjuntos
A e B, dizemos que eles
estdo em correspondén-
cia biunivoca quando a

cada elemento de A cor-
responde um Unico ele-
mento de B e reciproca-
mente.
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to para valores negativos de x, tomamos a semi-reta “rebatida”, pois, nesse
caso, |x| = — x. Esta semi-reta “rebatida”, evidentemente, é simétrica a original
em relagdo ao eixo horizontal.

y=1Ix \
Observe que o |
graficodey =|x| se 4
sobrepde ao de y = x
quando x > 0. 1 _
«——Yy=X

Figura 33. Os graficos dey=x e de y = |x].

Essa dltima consideragdo nos permite entender rapidamente como sera o
grafico de y = |f (x)| para uma dada funcdo f conhecida. De fato,

f(x)sef(x)20

Foar= {—f(x) sef(x) <0

e, portanto, seu grafico:

i) coincide com o grafico de f para todos os valores da variavel independen-
te X nos quais a variavel dependente é positiva ou zero;

ii) é o “rebatido” ou o simétrico do grafico de f em relacdo ao eixo horizon-
tal, para todos os valores da variavel independente x nos quais a variavel
dependente é negativa.

-

Figura 34. O gréfico de y =f (x). Figura 35. O gréficode y = ||.

Tudo o que vimos até aqui nos permite resolver um grande nimero de
problemas, como diversas inequacdes.

Seja, por exemplo, a inequagéo [1-|2x — 1]| > |1 - 3x| - 3.

Inicialmente, vejamos a situacdo graficamente, esbogando os gréaficos das
funcdes envolvidas na inequacio dada, ou seja, y = |1 — [2x - 1|| e y = |1 - 3x| - 3.
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Sy =x-
e y=hopx-a)

<y

« y=1-|2x-1

Figura 36. O grafico dey = |1 - [2x - 1.

-

« i y=]1-3x
«  y=[1-3x-3

Figura 37. O gréficodey =|1-3x| -3

Figura 38. Os graficos das fungbes envolvidas na inequacdo no mesmo sistema de eixos.

Precisamos encontrar as intersec¢des entre os graficos das duas funcgoes.
Para tanto, basta resolver as equagdes:

i) —(1-(-(2x-1))=1-3x-3o0useja, —2x = —3x — 2
i) —(1-(2x-1)=-(1-3x)-3o0useja 2x-2=3x-4

Ha varios raciocinios em termos de graficos originais e rebatidos para
chegar as duas equacdes. Confira com cuidado!

Da primeira equacdo, obtemos x = — 2 e, da segunda, x = 2, que fornecem
as abscissas dos pontos de intersec¢do dos dois gréaficos.

Como a inequacdo proposta |1 —|2x - 1|| > |1 - 3x| — 3, “exige” que o grafico
da funcdo do primeiro membro esteja acima ou coincidente com o gréfico da
funcdo do segundo membro, o conjunto solugdo é: S={ x 0 R: -2 <x <2} ou,
em notac&o de intervalo, S = [-2, 2].

Como outro exemplo, vamos resolver a inequacéo |3x + 4| < [2x*> + 4x — 3|.

Em primeiro lugar, vamos esbocar os graficos das fungGes envolvidas,
antes separadamente, depois no mesmo sistema de eixos cartesianos. Observe
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que construimos esses graficos a partir dos graficos das funcdes mais sim-
ples, y = x e y = x?, respectivamente. Identifique, nas figuras abaixo, cada um

dos graficos desenhados. y=[2x2+4x-3| =2 (x + 1)2-5|
= ; . v s
i __.'-. § ,I
i | |I
y=lx+4 - ) R
_,.-"f. '.I. |I
.-.' .-. .} ¥
Figura 39. O gréfico de y = |3x + 4| a partir do Figura 40. O gréfico de
gréfico de y = x. y=12x2+4x-3| =2 (x + 1) - 5|

a partir do grafico de y = x2

Colocando os dois graficos no mesmo sistema de eixos, temos:

e
4
]

« Yy =[2x2+4x - 3|

«=y=[3x+4

Figura 41. Os graficos dey=|3x + 4| e dey = |2x2 + 4x - 3.

A fim de resolver a inequagdo |3x + 4] < |2x* + 4x — 3|, vamos inicialmente
determinar as intersec¢des dos dois graficos. Embora nem todas estejam visi-
veis na figura, precisamos investigar a ocorréncia de interseccdes em:

- Original da fungdo do primeiro grau com original da funcdo do segundo
grau: 3x + 4 = 2x* + 4x - 3

- Original da funcdo do primeiro grau com rebatida da funcido do segundo
grau: 3x + 4 = — (2x* + 4x - 3)

- Rebatida da funcdo do primeiro grau com original da funcdo do segundo
grau: — (3x +4) = 2x> + 4x - 3

- Rebatida da funcéo do primeiro grau com rebatida da funcdo do segundo
grau: — (3x + 4) = — (2x%2 + 4x - 3)

Na realidade, essas quatro equagdes ficam reduzidas apenas a duas:
3X+4=2x2+4x-3e3x+4=-(2x* + 4x — 3). Por qué?

- 14457 -1- 457

A primeira equacdo tem duas solugdes: x = — ou X = +; a
segunda também: x = —Z—EE ou X = -—7—5\!—4_—1— Verifique!
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Esses quatro nimeros precisam ser estimados?, para que seja possivel a 2.0bserveque7<+J57 <8
S7- VAL -1-N5T T4 eque 6 < Y1 <7.
4

comparacdo entre eles e concluir que: p 2
S 14457
4

um deles.

. Assim, é possivel entender a qual intersec¢do corresponde cada

.-F-H_“_ e

Figura 42. Visualizando as intersec¢des dos dois gréficos.

Como € preciso que |3x + 4| < |2x2 + 4x — 3|, estamos buscando os valores de
X para 0s quais o grafico de y = |3x + 4] fica abaixo do grafico de y = |2x* + 4x - 3|.
Logo, o conjunto solucdo é dado por:

~7-J41 -1-457 -7 +J41 - 1+/57
4 ou <X< 1 0UX>+

4

Sz{xDR:x<

que também pode ser escrito em notacdo de intervalos:

R e B Rt

Agora faca vocé
1. Sendo y = f (x) = x2 — 3x + 2, desenhe o grafico de:
a)f(x) =x2-3x+2
b) g (x) =f(x)
c)h(x)=2]f(x)|+1
1

i) =-5 1100 +2

9 00=-5. 116 ~1/+2
1

NI0=-5. 11X -2-4

gym () =]fx-3)

2. Desenhe uma figura que tenha eixo de simetria horizontal, de maneira que
ela possa ser obtida por meio de uma ou mais funcBes e seus modulos em
determinado dominio. Verifique, possivelmente no computador, que as fun-
cOes estabelecidas realmente produzem a figura desejada.
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3. Vimos que /3 é irraci-

onal. Numa calculadora
comum, em geral, s6 ha
lugar para 8 digitos. Por
isso, numa dessas calcu-

ladoras, o valor de J3 é

dado por 1,7320508 que é
um resultado aproxima-
do. Dessa maneira, ao ele-
var esse resultado ao
quadrado, ndo vamos
obter 3,
(1,732050807)2
2,99999999.

MATEMATICA

3. Desenhe uma figura que tenha eixo de simetria vertical. Em seguida, defi-
na as fungdes e seus respectivos dominios de modo que atraves de seus grafi-
cos seja possivel obter a figura criada.

4. Resolva as inequagdes graficamente primeiro e depois algebricamente:
a) (x — \/5)2+ 3<ax + 1
b) 5x* —4x + 2 > 1 —5x

A FUNCAO RAIZ QUADRADA POSITIVA DE UM
NUMERO REAL NAO NEGATIVO

Seja a um namero real ndo negativo. Dizemos que o nimero b é uma raiz
guadrada de a se b? = a.

Dado um numero real ndo negativo, podemos determinar suas duas raizes
guadradas: uma positiva e a outra negativa. Por exemplo, 2 e — 2 sdo as duas
raizes quadradas de 4, uma vez que 22 = 4 assim como (- 2)? = 4.

Utilizamos o simbolo ./ para indicar a raiz quadrada positiva, embora
muitas vezes os autores facam referéncia a esse simbolo como sendo o simbo-
lo de raiz quadrada. Quando se procura a raiz quadrada negativa de um nu-
mero, escreve-se necessariamente —/ .

Observe que ndo podemos escrever \/Z = * 2, que esta errado pois \/5 =2.

Podemos entdo definir duas funcdes: a fungdo raiz quadrada positiva de
um numero real ndo negativo, y = \/; e a funcdo raiz quadrada negativa de

um numero real ndo negativo, y = —Jx, ambas de dominio R,. Para estuda-
las, evidentemente, podemos detalhar o caso apenas da primeira funcéo, pois
a segunda é a “rebatida” dela com relagdo ao eixo horizontal.

A funco y = Jx éa funcéo inversa de y = x?, quando consideramos esta
ultima restrita ao dominio R,. De fato, essas duas fungGes estdo intimamente
relacionadas, pois uma “desfaz o servigo” da outra, isto é:

XOR, — x2—Jx? = x| =X

elevaao extrai araiz
quadrado quadrada
e

XDR+I—>\/;'—>(\/;)2=X

extrai araiz elevaao
quadrada quadrado

Observe que v/ x> = |x| = x, pois x O R..

Para entender melhor essa questdo, imagine que vocé eleva ao quadrado
um ndmero ndo negativo e depois extrai a raiz quadrada desse resultado: cer-
tamente vai voltar ao nimero dado inicialmente. Do mesmo modo, se, na
calculadora, vocé calcula a raiz quadrada de um nimero ndo negativo e, em
seguida, eleva o resultado ao quadrado, vai encontrar como resultado o nu-
mero do qual vocé partiu, a menos de erros de aproximagao®.
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Assim dizemos que a fungéo raiz quadrada (positiva) e a funcdo que eleva
ao quadrado um ndmero ndo negativo sdo inversas uma da outra.

Os graficos das duas funcGes, quando colocados no mesmo par de eixos,
apresentam uma caracteristica muito importante: sdo simétricos em relagédo a
reta y = x. Por exemplo,os pares ordenados (1, 1), (2, 4), (3, 9), (4, 16) estédo
no gréafico de y = x2 Seus simétricos, em relagdo a reta y = x, (1, 1), (4, 2),
(9, 3), (16, 4) estdo no grafico de y = /x.

De modo geral, para qualquer valor ndo negativo da variavel independen-
te X, 0 par ordenado (X, y), em y = x?, é simétrico ao par ordenado (x, y) em
y= Jx, com relacdo a reta y = x, bissetriz dos quadrantes impares.

-

Je i y=x2

y:\/;

Figura 43. Os gréficosdey=x*e dey = \/; parax O R_, no mesmo par de eixos.

Uma vez conhecido o grafico de y = Jx, podemos estudar as func¢@es
cujos gréaficos sdo translagGes horizontais ou verticais ou mudancas de incli-
nacdo desse grafico.

Agora faca vocé

1. Esboce o grafico das funcBesy =+ x +4 ey = Jx + 2. Para cada uma delas,
esboce também o grafico de sua inversa, no mesmo par de eixos.

. « 1 (e N
2. Resolva a inequacgéo x +4 > 3 X, esbocando os graficos das funcdes
envolvidas a fim de visualizar o conjunto solucdo obtido algebricamente.

3. Invente outras equacdes e inequagdes para resolver grafica e algebricamente.

A FUNCAO Y = X", ONDE n E UM NUMERO
NATURAL ESTRITAMENTE POSITIVO

Para cada valor do nimero natural n temos definida uma funcdo de domi-
nio real. E interessante observar que os graficos das diferentes funcées obti-
das tém pelo menos dois pontos em comum. De fato, quando x = 0, temos y =
0 e quando x =1 temosy = 1. Isso significa que, para todo n (1 N, o gréafico de
y = X" passa pelos pontos (0, 0) e (1, 1).

Fazendo, num mesmo par de eixos, os graficos paran=1,n=2,n =3,
n=4en =5, por exemplo, temos:
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4. Observe, se 0 < x<1,
multiplicando membro a
membro por x>0, ...

5.0 simbolo ¥ significa
“qualquer que seja” ou
“para todo” O simbolo [
significa “pertencente”
ou “que pertence’

MATEMATICA

I
>

- T y:x2 y

Figura 44. O graficodey=x"paran 0N, 1 <n <5.
Vérios fatos podem ser observados:
- O dominio de todas as funcdes é o conjunto dos nimeros reais.

- Quando o expoente n é par, a imagem € o conjunto R,, e quando o expo-
ente n é impar, a imagem é o conjunto R.

- Vérias desigualdades podem ser estabelecidas por meio da observacao
dos graficos. Por exemplo: para 0 <x <1, temos: x® <x* <x® <x? <X, que
podem ser facilmente* provadas algebricamente.

As vezes, precisamos decidir se uma dada afirmacdo A é verdadeira ou
falsa. Se a conclusdo for que A é verdadeira, precisamos ter um argumento —
grafico, algébrico — que mostre isso. Se, porém, a conclusdo for que A é falsa,
basta dar um contra-exemplo, isto é, um caso particular que mostra a falsida-
de da afirmacdo A.

Seja por exemplo, A a seguinte afirmacdo: a < a? “alR®.

. . | |
Essa afirmacdo é falsa: por exemplo, > ndo é menor que [ __) = s Obser-

ve que vocé pode achar outros contra-exemplos.

Agora faca voceé:

1. Analise as afirmacGes abaixo e decida se sdo verdadeiras ou falsas. Caso a
afirmacdo seja verdadeira, argumente; caso seja falsa, dé um contra-exemplo.

a) Se a <b, entdo a? <b?

b) Se a% <b?, entdo a <b.

c) a? <b?é equivalente a a <b.

d) a? <b? é equivalente a 0 <a <b.
e)x=2x,wxOR.
Hxlzx,wxOR.

g)\/?=x,vxDR.
hvx? =[x, w x OR.

i) x2<x4, v x OR.
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» 1
MAISfUAS FUNCOES INTERESSANTES. Y — 7 E

Y = —
2
X
O dominio dessas duas funcBes é o conjunto dos numeros reais diferentes
de zero, que é indicado por R*. A primeira delas tem como imagem o conjun-

to R*, enquanto a imagem da segunda funcéo é o conjunto R,. Graficamente,
temos:

-

1 1
Figura 45. O graficode y = p Figura 46. O graficodey = =

1
Em y = —, quando x > 0, temos:
X

a)sex=1,entdoy = 1;

b) se x > 1 aumenta, y diminui e, se X aumenta infinitamente, y se aproxima de
zero;

c) se 0 < x < 1exseaproxima de zero, y cresce infinitamente mantendo o
sinal;

d) quando x < 0, temos: se x se aproxima de zero, y cresce infinitamente em
valor absoluto, mas com sinal negativo; se x diminui infinitamente, isto é,
aumenta infinitamente em valor absoluto, mas com sinal negativo, y se apro-
xima de zero.

1 .
Em y = —, em ambos os casos, x > 0 ou x < 0, quando x se aproxima de
X

zero, y cresce infinitamente; se x, x > 0, aumenta infinitamente, y se aproxima
de zero e, se x, x < 0, diminui infinitamente, y também se aproxima de zero.

Com essas fungbes, também é possivel fazer um estudo completo dos
movimentos sofridos pelo grafico de cada uma delas em sua forma mais sim-
ples, em termos de mudanga de inclinacdo e translagdes horizontal e vertical.

Agora faca vocé
Esboce os graficos de:

1

a)y = .'.:?I +1

}
by=- " 5-2

[ xr—73]
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Uma questao importante )
Um aluno, ao resolver a inequacgéo ] <3, fez as passagens seguintes:
x..
2
— <3 - 2=3. (x-1) - 2=<3x-3
x-1
ou seja, s
5 <3x e, portanto, x = §

Evidentemente, ha erro na resolucdo apresentada, pois, por exemplo, o
valor zero para a varidvel x satisfaz a inequagdo proposta e nao esta no con-
junto das solugdes. Descubra o erro e explique.

. . . 1 1
Finalmente, construindo o grafico dey = — e y = — num mesmo par de
eixos, temos: X o

1 1
Figura 47. Os graficos de y = < edey= = no mesmo par de eixos.

E possivel observar que, para ambas as funcdes, quando x = 1, y = 1.
Graficamente, verifica-se também que, para x < 0 ou 0 < x < 1, vale a desi-

1 1 1
, enguanto que, para x > 1, vale — < —.
X

1
gualdade — < —
X X X

Agora faca vocé
1. Prove algebricamente as desigualdades acima.

2. Resolva algebricamente as inequacdes, esbocando os graficos das funcdes
envolvidas a fim de visualizar o conjunto solucao:

a) — <1

x-1 1
Sugestdo: Pense na fungdo mais simples y = 7
b) 2x 43 <

5-x
Sugestdo: Divida os dois polindmios da fragdo do primeiro membro, a fim de

. 2x +3 13 ) ~
comprovar a igualdade 5 =-2- 5 Em seguida, pense nas translagdes,
- x x -

reflexdes, mudancas de inclinacéo.
) 1- 3x o Ox 6
c X —

x+2

2-

3. O grafico de y = ad apresenta algum tipo de simetria? Justifique a sua
resposta. 3x +l
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FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Ao estudar a Trigonometria no tridngulo retdngulo, trabalhamos com as
razBes trigonométricas definidas para os angulos agudos de um triangulo des-
se tipo. Entretanto, observando que a cada angulo central corresponde um
arco numa dada circunferéncia, surge a possibilidade de ampliar o estudo da
Trigonometria, ndo ficando mais restrita ao contexto dos angulos agudos de
um triangulo retangulo.

A primeira questdo é a de estabelecer uma medida conveniente para os angu-
los, em certo sentido relacionada com os arcos determinados na circunferéncia.

P
/- f,f'_',--—.."‘\;}"’

r J "-.l
X0

i

II|I |IllrI .I'I

| '| l., - i ,I Il

x{‘:&__ j-’; /
-

Figura 48. Um angulo central tem vértice no centro da circunferéncia.

Na figura acima observamos que, ao mesmo angulo, correspondem dife-
rentes arcos, em circunferéncias de diferentes raios. Todos esses arcos estdo
relacionados, pois todos eles sdo determinados pelo mesmo angulo central.
Evidentemente sdo arcos que possuem comprimentos diferentes. Entretanto,

comprimento do arco |
P € uma constante®, e esse fato leva a estabelecer

a razéo - -
comprimento do raio

a seguinte definicéo:

comprimento do arco

A medida de um angulo em radianos é igual a razdo

comprimento do raio

Assim, o radiano é uma unidade utilizada para medir angulos. Qual a
vantagem desta unidade, se comparada a unidade grau?

Uma grande vantagem é o fato de que, usando uma circunferéncia de raio
unitario, a medida do angulo central em radianos ¢ numericamente igual ao
comprimento do arco e isso vai ser essencial para possibilitar a ampliacdo do
estudo da Trigonometria, a qual nos referimos antes.”

Assim sendo, vamos considerar uma circunferéncia de raio 1 com centro
na origem do sistema cartesiano de coordenadas. A essa representacdo damos
0 nome de circunferéncia trigonométrica ou circulo trigonométrico.

-

Figura 49. A circunferéncia trigonomeétrica.
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6. Para provar esse fato,
sdo necessarios argu-
mentos de limite, portan-
to do contexto de Calcu-

lo Diferencial e Integral,
que escapam dos objeti-
vos do Ensino Médio.

7. Uma outra vantagem,
que historicamente mo-
tivou o aparecimento do
radiano, é o fato de que
com essa unidade mui-
tas das formulas da Fisi-

ca ficaram mais simples,
reduzindo a dificuldade
de calculo. Esse é mais
um dos assuntos que
aparecem no Célculo Di-
ferencial e Integral!




MATEMATICA

Por convengdo, o ponto A = (1, 0) é a origem dos comprimentos de arco, o
sentido anti-horario é o sentido positivo de percurso e o sentido horario é o
negativo. Assim, dado qualquer x O R, marcamos na circunferéncia
trigonométrica um ponto P, de modo que o comprimento do arco de origem
em A e extremidade em P seja igual ao valor absoluto de x. Se x > 0, o percur-
so é feito no sentido anti-horario; se x < 0, no sentido horario.

Por exemplo, se x = 2, indo no sentido anti-horario, marcamos na circun-
feréncia um ponto P tal que o comprimento do arco de origem em A e extre-
midade em P é 2. Obtemos um angulo central que tem 2 radianos.

Se x = -2, indo no sentido horario, marcamos na circunferéncia um ponto
Q tal que o comprimento do arco de origem em A e extremidade em Q é o
valor absoluto de — 2, isto é, 2; neste caso, obtemos um angulo central que
tem — 2 radianos.

E importante observar que, como o comprimento de qualquer circunfe-
réncia € um maultiplo do comprimento de seu raio — especificamente, 21 — no
caso da circunferéncia trigonométrica que tem raio 1, ao namero real 21t cor-
responde 0 mesmo ponto ao qual corresponde o namero real 0, ou seja, 0
ponto A. Analogamente, ao numero real 1t corresponde 0 ponto correspon-
dente a meia circunferéncia, isto é, o ponto simétrico de A com relacdo ao
eixo vertical. Isso deve ficar muito claro porque a semi-circunferéncia tem
comprimento Tt e isso também significa que o angulo raso mede Tt radianos.
Cuidado, porém! O angulo raso, medido em graus, tem 180°, ou seja,

Tt radianos = 180°

e vocé ndo pode simplesmente dizer que “1=180". Isso esta incorreto,
uma vez que 1T é um namero real que é aproximadamente igual a 3,141592,
muito menor do que 180.

Agora faca voceé:

1. Encontre na circunferéncia trigonométrica os pontos correspondentes aos
ndmeros reais x* = 10 e x2 = -11,5.

2. Transforme em radianos as medidas dos angulos dadas em graus:

a) 30° b) 400° c) 3 d) e) 3 °

3. Transforme em graus as medidas dos angulos dadas em radianos:

a) 1 rad b)2rad c¢)10rad d) 30 rad
e)45rad f) mrad g) 180 rad

Quando o nimero x O R, x > 0, determina um ponto no primeiro quadrante,
ou seja, de maneira tal que o comprimento do arco de origem em A e extremida-
de em P é menor do que um quarto da circunferéncia; temos, entdo, um angulo
central de x radianos que é agudo. No triangulo retangulo OPM da figura ante-
rior, observamos que valem as razdes trigonométricas ja definidas anteriormen-

t tria | ta lo. Assi OM oM PM PM
€, NO triangulo retangulo. ASSIM COS X = ——— = eseNnXxX=—= , Uma
g g OP OP

vez que o raio da circunferéncia € 1.
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Figura 50. O ponto P esta no primeiro quadrante.

13 ) 1
Dessa forma, para 0 < x < L, temos P = (cos x, sen x), ou seja, para 0 < x < -

ks

cos x é a abscissa de P e sen x é a ordenada de P. VVamos aproveitar essa idéia para
definir as duas fungdes seno e cosseno para todo nimero real x.

Generalizacao

Para um numero x [ R, definimos cos x e sen x como sendo, respectiva-
mente, a abscissa e a ordenada do ponto P obtido na circunferéncia trigono-
métrica de modo que:

- se x>0, o comprimento do arco de origem em A e extremidade em P,
marcado no sentido anti-horario, é x;

- se x <0, o comprimento do arco de origem em A e extremidade em P,
marcado no sentido horario, é o valor absoluto de x.

- sex =0, o0 arco de comprimento nulo tem origem e extremidade ambas em
A; nesse caso, temos P = A = (cos 0, sen 0) = (1, 0).

a) Inicialmente, vejamos com cuidado o que acontece quando x > 0.

T It It p-
- Sex= - ,temos P = | cos,sen— |=(0, 1). Justifique!

T

11
- Se - <x < temos que P = (cos X, sen x) é um ponto do segundo

guadrante, sendo que cos X = — cos (TtT— X) e sen x = sen (11— X). Comprove
esse fato geometricamente, usando congruéncia de tridngulos e observan-
do que Tt— x determina um ponto P’ no primeiro quadrante. Por qué?

P = (cos X, sen x)
P = (cos (11— x), sen (Tt—x))

Figura 51. O ponto P estd no segundo quadrante.

- Se x =T temos P = (cos 1, sen ) = (-1, 0). Justifique!

- SeTm<x< '._, , temos que P = (cos X, sen x) é um ponto do terceiro qua-
drante, sendo que cos X = —cos (X — T) e sen X = —sen (X — T e. Comprove
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esse fato geometricamente, usando congruéncia de tridngulos e observan-
do que x — 1t determina um ponto P’ no primeiro quadrante. Por qué?

P = (cos X, sen x)
. P’ = (cos (x — 1), sen (x — 1)

Figura 52. O ponto P est4 no terceiro quadrante.

=] -] &l
in ¥ ¥
- Sex= __l,temostcosj,senj

r T o

= (0, -1). Justifique!

e

L

in
- Se 5 <x<2m temos que P = (cos X, sen x) € um ponto do quarto quadrante

sendo que cos X = cos (21— X) = cos (—X) e sen X = sen (21— X) = — sen (—x).
Comprove esse fato geometricamente, usando congruéncia de tridngulos e ob-
servando que 21T — x determina um ponto P’ no primeiro quadrante. Por qué?

P = (cos x, sen x)
P’ = (cos (- x), —sen (- x))

Figura 53. O ponto P estd no quarto quadrante.
Se x = 21, temos P = (cos 21, sen 21) = (1, 0) e, novamente, P=A. Justifi-
que!

Apbs a primeira volta, temos que cos (x + 2km) = cos x e sen (x + 2km) =
sen x para todo inteiro k. Observe que 2krt = k. 21t representa k voltas na
circunferéncia trigonométrica.

b) Vejamos agora o que acontece quando x < 0.

A analise é muito semelhante, lembrando que a circunferéncia trigonomé-
trica é percorrida agora no sentido horario. E suficiente vocé observar que
cos(-x) = cos x e que sen (-x) = —=sen X, na figura abaixo. Conforme fica
determinado um ponto no quarto, terceiro, segundo ou primeiro quadrante,
comparamos a abscissa e a ordenada com um ponto do primeiro quadrante,
de maneira analoga ao que fizemos no caso em que x > 0. Verifique!

P = (cos x, sen x)
r—t. P’ = (cos (- x), —sen (- x))

Figura 54. cos(—x) = cos X e sen (—x) = —sen X.
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Dessa forma, uma imagem razoavel é a de que a reta real foi “enrolada”
na circunferéncia trigonométrica; o semi-eixo positivo no sentido anti-horario
e 0 semi-eixo negativo no sentido horério.

A partir dai, podemos observar que conforme x O R varia, isto é, o ponto
P percorre a circunferéncia, a abscissa e a ordenada de P variam no intervalo
[-1, 1]. Entdo, temos imediatamente que -1 <sen x <1 e -1 <cos x <1.

Podemos esbogar os graficos® das duas funcdes: y = sen x e y = €0OS X.

1 Compare com 0 que ocorre na circunfe-
réncia trigonométrica, na primeira volta:

r:
para 0 <x < -, o valor de sen x cres-
— I cedeOal;

' I
R . - para 3 <X < p, 0 valor de sen x de-

i cresce de 1 a O;

in
I - para p <x < -5, o valor de sen x
decresce de 0 a -1;

in
para £l <x < 2, o valor de sen X

cresce de -1 a 0.

Figura 55. O gréfico de y = sen x. -

Agora faca vocé
Mostre geometricamente, ou seja, usando congruéncia de triangulos, que:
R
COS X = sen [-1' t 2)

e que

T
senx=cos [+~

i

Assim, por meio da primeira relagdo, vocé pode concluir que o grafico de
. I e
y = cos X é uma translagdo horizontal de — 3 do gréfico de y = sen x.

Ou seja, o grafico de y = cos x tem 0 seguinte aspecto:

] Compare com 0 que ocorre na circunfe-
réncia trigonométrica, na primeira volta:

n
- para0<x< =, ovalor de cos x de-

cresce de 1 a O;
i e T
- para 5 <x < 1, 0 valor de cos X

| decresce de 0 a —1;

in
- para Tt <x < —, o valor de cos x
Figura 56. O gréfico de y = cos x.
cresce de -1 a O;

in

- para B3 <x < 271t 0 valor de cos x

cresce de 0 a 1.
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8. No contexto do Ensi-
no Médio, ndo é possi-
vel apresentar os argu-
mentos formais para ga-
rantir que os graficos sdo
realmente esses: N0 Ma-
ximo, vocé pode se con-
vencer da razoabilidade,
verificando para valores
particulares de x. Um
convencimento mais
amplo e preciso necessi-
ta de argumentos que
sdo desenvolvidos no
Calculo Diferencial e In-
tegral.




9. Uma funcédo f é dita
periodica de periodo T
quando f (x + T) = f (x),
sempre que x e (x+T) per-

tencam ao dominio de f.
Observe que isso signi-
fica que o grafico de f se
repete em intervalos de
comprimento T.

MATEMATICA

Em termos dos graficos das duas funcBes y = sen x e y = cos x, qual a

n
conclusdo que pode ser estabelecida a partir da relacdo sen x = cos [-T - ..],

ol

gue vocé mostrou geometricamente ser verdadeira?

Ambas as func¢des definidas tém dominio real e como imagem o intervalo
[1, 1]. A metade do comprimento desse intervalo é denominada amplitude do
gréfico de cada uma das duas funcdes.

As fungdes trigonométricas que acabamos de definir tém uma caracteris-
tica importante que é o fato de serem ambas periddicas®, de periodo 21t De
fato, o gréfico de cada uma delas no intervalo [2km, (2k + 2)1] € 0 mesmo do
que no intervalo [0, 2], para todo namero inteiro k, pois o primeiro intervalo
denota a k-ésima volta na circunferéncia, comec¢ando no ponto A.

Relacao fundamental
Um fato muito atil e importante é: para todo x [ R, sen? x + cos? x = 1.

Observe que é uma conseqiiéncia imediata do Teorema de Pitagoras. Verifi-
que!

Propriedade importante

A figura abaixo mostra dois pontos, A = (cos a, sen a) e B = (cos b, sen b),
na circunferéncia trigonométrica.

Vamos provar a identidade: cos(a — b) = cos a. cos b + sen a . sen b, no
caso em que 0 < a-— Db < 1t A relacdo vale para quaisquer a e b. A verificagio

fica a seu cargo.
sena-senb

A

Figura 57. Os pontos A e B na circunferéncia
trigonométrica.

Figura 58. O triangulo retangulo ampliado.

Pelo Teorema de Pitagoras, aplicado no triangulo retangulo da figura aci-
ma, temos:

(AB)? = (sen a — sen b)? + (cos b — cos a)?

e, usando a lei dos cossenos, no triangulo AOB da Figura 59, temos:
(AB)? =1 +1 - 2 cos (a — b), pois dois lados desse triangulo sdo raios da
circunferéncia trigonométrica.

A partir das duas igualdades, podemos escrever:
(cos a — cos b)? + (sen a — sen b)? = 2 — 2cos(a — b)

Desenvolvendo os quadrados, fazendo as simplificagGes possiveis e utili-
zando a relagdo fundamental, temos:

cos’a—2cosa. cos b +cos’b +sena—2sena.senb +sen*b=2-2cos (a-b)

— 1 ’/,/’// ;;‘—;1 1 ’/,/’//
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de onde,
2—-2cosa.coshb-2sena.senb=2-2cos(a-"h)
ou seja,
cosa.cos b +sena.senb=cos(a-Dh)
ou, equivalentemente,
cos(a—b) =cosa.cosb + sena.senhb,
como queriamos mostrar.

De maneira analoga ao que foi feito no estudo da funcdo polinomial do
segundo grau, podemos examinar a agdo dos coeficientes a, b, m e k em

n
y=a.5€n(bX+m)+k:a_senb[.'I.'I h)+k

n
y=a.cos(bx+m)+k:alco5b[.1'| h)+k

As figuras abaixo devem dar uma idéia da ac¢do de cada um dos coeficien-
tes, no caso da funcdo y = sen x. Verifique!

«——y=senx+3

- -_.- A H"x « ———y=senx+1

. . L ey 4
S| e« Yy =Senx

Figura 59. Translagdes verticais de y = sen x.

«—Yy=-3senx

«—Yy=-2senx

O coeficiente a ) .

define aamplitu- N [ e

de do grafico, em —— /z‘/ — \i\ b

cada caso. o | e« y=senx

M
I «—y=2senx

Figura 60. Grafico de funcbes do tipo y = a . sen x, para alguns valores de a.

-

y = sen x
| l _y=sen3x

y = sen 2x
y=sen(-x)

Figura 61. Grafico de fung¢des do tipo y = sen bx, para alguns valores de b.
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Observe que os graficos de y = —sen x e 0 de y = sen (—x) coincidem. Vocé
ja deve ter um argumento geométrico que também comprove esse fato. Qual?

-

y=sen(x+1)

=sen(x +3 _
Translagdes y (x +3) J yEsenx 2
horizontais do Ly y=
grafico de e e 4 L~ _
y =senx. \ T 1 K ;

Figura 62. Grafico de fung¢des do tipo y = sen (x + m) para alguns valores de m.

Vamos definir mais uma fungéo trigonométrica: a funcdo y = tg x. Nova-
mente, a definicdo é uma ampliacdo da definicdo vista no tridngulo retangulo,
passando agora para a circunferéncia trigonométrica. Assim sendo, definimos

sen x

tg x = 05 ¢ sempre que cos x # 0. Isso significa que, para 0s nimeros reais

I
da forma -, + km com k [ Z, ndo existe a tangente. Por qué?

e

- - - - ~ 7 ﬂ
Vejamos como se amplia essa defini¢do para todo nimero real X, x # - + KT,

com k [0 Z. Para tanto, a reta tangente a circunferéncia trigonométrica no ponto
A= (1, 0) — que é a reta de equacdo x = 1 — onde se mede o valor de tg x, €
orientada: positiva para cima e negativa para baixo do eixo horizontal.

sen 0

- quandox=0,tg 0 = =0;
cos 0

. r:

- quando x cresce de maneira que 0 < x < —, sen x > 0 e cos x > 0, logo
T . o

tg x > 0. Conforme x cresce tendendo a -, cos x vai se tornando arbitrari-

amente proximo de 0, enquanto que sen x tende a 1; entdo, o quociente
sen x

vai se tornando arbitrariamente grande;

Devido a semelhanca dos | ]
triangulos OMP e OAT, |
temos: N
AT _MP f Y
OA OM U W . S
Como AO=1, temos |

Figura 63. A definicdo de tg x para x no primeiro quadrante.

T . T . T
- quando x = <, ndo existe tg -, pois cos - =0;
. .
- quando x cresce de maneira que , <x < Tt sen>0 e cos x <0, logo tg x <O0.
. L , . -
Para x um pouco maior que ,, sen x estd muito proximo de 1 enquanto
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gue cos x esta muito proximo de 0, logo tg x é um nlmero negativo mas
de valor absoluto muito grande. Conforme x cresce até 11, tg x aumenta,
pois é sempre um numero negativo cada vez mais préximo de 0;

Dado x, determina-se P T
no segundo quadrante;
e também determina-se o
0 ponto P’, correspon- A
dente a Tt— X, no 1 i
primeiro quadrante. i
Temos:

tg x =—tg (11— X)

Figura 64. A definicio de tg x para x no segundo quadrante.
quando x = T, tg = 0;

e
LS

guando x cresce de maneira que p < X < 5

e
LS

tg x > 0. Conforme x cresce tendendo a '2 , COS X Vvai se tornando arbitra-
riamente préximo de 0, enquanto que sen X tende a —1; entdo, o quociente

senx o
N vai se tornando arbitrariamente grande;

sen x < 0 e cos x <0, logo

Dado x, determina-se P no
terceiro quadrante; e I
também determina-se o T
ponto P’, correspondente a —t— L P
X — T, o primeiro quadran- _;'

te. Temos
tgx=tg (x-1)

Figura 65. A definicdo de tg x para x no terceiro quadrante.

.1 n

i 1T in

guando x = '2 , Ndo existe tg '2 , pois cos , = 0;
: in
guando x cresce de maneira que 3 <x<2m sen x <0 e cos x >0, logo
. in L -
tg x < 0. Para x um pouco maior que 5 Sen X esta muito proximo de -1

enquanto cos x esta muito proximo de 0, logo tg xé um numero negativo
mas de valor absoluto muito grande. Conforme x cresce até 27 tg x au-
menta, pois é sempre um nimero negativo cada vez mais préximo de 0.

Dado x, determina-se P
no quarto quadrante; e |
também determina-se o £
ponto P’, correspondente |
a 21— X, no primeiro N
_
quadrante. Temos: L
tgx =—1tg (21M-x)

Figura 66: A definicdo de tg x para x no quarto quadrante.
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Completamos assim a primeira volta na circunferéncia trigpnométrica.
Entretanto, para estudar a funcdo y = tg x poderiamos ter analisado apenas
meia volta. Por qué?

Na circunferéncia trigonométrica podemos observar que tg (-x) = —tg x.
Justifique esse fato. A partir dessa propriedade, basta estudar a variacdo de y
= tg x quando a variavel x € um ndmero ndo negativo, pois automaticamente
ja conheceremos seu comportamento para valores negativos de x.

O gréfico de y = tg x pode ser esbogado, mas novamente precisamos lem-
brar que fogem do contexto do Ensino Médio os argumentos necessarios para
garantir que, de fato, é aquele que esta na figura abaixo.

. _ Compare com 0 que ocorre na circunfe-

[ _ réncia trigonométrica, na primeira volta:

- para0=x< T , 0 valor de tg x cres-
T/ cede O0a oo,h

AR '_.ff T - para 1: <x < T, o0 valor de tg X

' cresce de —oo a 0;

in
I : - oparaTsx < o, o valor de tg x
1
I | cresce de 0 a o9
i . in
Figura 67. O grafico de y = tg x. - para <x < 21 o valor de tg X

2
cresce de —oa 0.

Conforme j& foi dito antes, y = tg x € uma funcéo que ndo esta definida em todo

r
0 conjunto dos nimeros reais. Seu dominio é o conjunto R — { S tkmkOZ }

ks

enquanto que a imagem é o conjunto R. Além disso, trata-se também de uma fun-
¢éo periddica, cujo periodo é Tt
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