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Solucdes dos Problemas do Capitulo 1

1. Caso particular do Exemplo 3.

2. Admitindo a formula da area de um triangulo, o resultado é
imediato. O fator de proporcionalidade é a metade da distancia
de P ar, que é a medida comum das alturas de todos esses triangu-
los. Deste modo, o exercicio se torna uma consequéncia (indireta)
do Exemplo 2, pois a formula da area do triangulo resulta da area
do retangulo.

3. Seja f(x,y) a area do paralelogramo que tem OX e OY como la-
dos. A prova de que f(x,y) € proporcional a x e y se faz exatamen-
te como no caso do retéangulo. A constante de proporcionalidade
€ a = f(1,1) = (area do losango de lado 1 e angulos internos « e
180 — o) = sen «. Portanto f(x,y) = (sen «)x - y. N&o é preciso ta-
bela de senos nem calculadora para responder a Ultima pergunta
do exercicio. Sabendo que a-6-7 = 29, obtemos a = 29/42. Logo
f(2,3) =(29/42)-2-3=29/7.

4. A verificacdo de que o volume f(x,y,z) do paralelepipedo que
tem OX, OY e OZ como arestas é proporcional a x, y e z, se faz
do mesmo modo que no caso do bloco retangular. Tem-se portanto
f(x,y,z) = axyz, onde o fator de proporcionalidade a = f(1,1,1) é
o volume do paralelepipedo cujas arestas medem 1 e estdo sobre
as semi-retas OA, OB e OC. Se AOB =«, AOC=3eBOC=vy
entdo a é a raiz quadrada do determinante da “matriz de Gram”:

1 cosox Cosf3
COS 1 COSy
Cosf3 cosy 1

(Veja “A Matematica do Ensino Médio”, vol. 3, pag. 152.) Observe
que quando o« = 3 =y = 90° tem-se a = 1 e recaimos no volume
do bloco retangular.

5. Para todo t > 0, seja f(t) a abscissa do ponto movel no instan-
te t. Dizer que o ponto percorre espacgos iguais em tempos iguais
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significa dizer que f(t+h)—f(t), espago percorrido no intervalo de
tempo [t,t + h], depende apenas de h, mas nao de t. A constante
v =f(t+1)—f(t), espaco percorrido na unidade de tempo, chama-
se a velocidade do ponto movel. Pelo Teorema de Caracterizacdo
das Funcdes Afins, se pusermos b = f(0) = abscissa do ponto de
partida, teremos, para todo t, f(t) = vt + b, desde que saibamos
que f & uma fungdes crescente (ou decrescente). Do ponto de vista
fisico, isto significa que o ponto se move sempre no mesmo sentido.
Esta condicao pode, sem prejuizo algum, ser incluida na definicéo
de movimento uniforme. (Veja também o comentario a pag. 101 do
livro “A Matematica do Ensino Médio”, vol. 1.) Deve-se notar que
a posicao do movel no eixo é dada pela funcao afim f(t) = vt +b
porém o espaco (distancia) que ele percorreu é dado pela fungao
linear e = vt.

6. A contrapartida algébrica do fato de que por dois pontos dis-
tintos do plano passa uma, e somente uma, reta &€ a proposicao
segundo a qual, dados x;, x2, yi, y2 em R, com x; # x;,, existe
uma, e somente uma, funcao afim f(x) = ax + b, tal que f(x;) = y;
e f(x) = y». Em palavras: uma funcédo afim fica determinada
guando se conhecem seus valores (tomados arbitrariamente) em
dois pontos distintos. Esta proposicao, que resulta imediatamen-
te da sua versao geométrica acima mencionada, pode ser provada
algebricamente observando-se que, dados arbitrariamente x; , x,
Y1, Y2, COM xq # x,, 0 sistema linear

ax; +b =1y
ax; +b =1y,

cujas incognitas sdo a e b, possui a solucao Unica
a=(y2—v1)/(x2—x1) e b=I(xay1 —x1y2)/(x2 — x1).
7. O primeiro (e mais importante) fato a notar para resolver este

problema é que o nUmero de dias que dura a ragao é inversamen-
te proporcional ao nUmero de vacas a serem alimentadas: quanto
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mais vacas, menos dura a ragdo e além disso, se 0 nUmero de va-
cas & multiplicado por um namero natural n, o namero de dias
que dura a ragao é dividido por n. Passados os primeiros 14 dias,
o fazendeiro tinha ainda ragéo suficiente para alimentar 16 vacas
durante 62 — 14 = 48 dias. Para saber durante quantos dias esta
racdo poderia alimentar as 12 (= 16 — 4) vacas restantes, observa-
mos que 12 =16 x (3/4) logo esse numero de dias é 48 +~ 3/4 = 64.
Depois de mais 15 dias, a racdo que resta da para alimentar as 12
vacas durante 64 — 15 = 49 dias. Essa mesma racéo é suficiente
para alimentar 21(= 12 + 9) vacas durante 49 = (21/12) = 28 dias,

i 21 . . A
pois 21 =12 x TR Totalizando, nas circunstancias do problema, a
racao dura 14 + 15 + 28 = 57 dias.

8. Este exercicio é analogo ao anterior, portanto sua solugéo se-
gue as mesmas linhas. Ao final de 12 dias de viagem, a caravana
tem agua suficiente para servir 7 pessoas durante 42 — 12 = 30
dias. E 10(= 7+ 3) pessoas? Como 10 =7 x (10/7), a agua durara
30+(10/7) = 21 dias. Como ainda faltam 30 dias para o fim da via-
gem, se for mantido o mesmo consumo diario de agua por pessoa,
um oasis deve ser encontrado em 21 dias ou menos. Isto responde
o item b). Quanto ao item a), a racdo diaria de agua por pessoa
também é inversamente proporcional ao nUmero de pessoas. Co-
mo 10 = 7 x (10/7), o consumo diario por pessoa numa caravana
de 10 pessoas deve ser de 3,5+ (10/7) = 2,45 litros.

9. No eixo orientado AB, tomaremos A como origem das abscis-
sas. Decorridos t horas ap6s a partida, o carro que partiu de A
encontra-se no ponto de abscissa f(t) = vt, enquanto o que partiu
de B tem abscissa g(t) = wt + d. Se eles se encontram no tempo

d )
t, tem-se vt = wt + d, donde t = —— . Evidentemente, se v =w

e d > 0 os carros nunca se encontram. Também se u < w nao
ha encontro e, na verdade, a distanciawt+d —vt = (w—v)t+d
aumenta a medida que passa o tempo.

10. Ao deparar com este problema, a tendéncia natural é somar as
distancias percorridas pelo passaro em suas idas e vindas, o que
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€ uma tarefa muito ardua. A solucdo mais simples consiste em
calcular o tempo. Os dois trens se chocam no momento t em que
46t + 58t = 260, ou seja, apds t = 260/104 = 2 horas e 30 minutos
Este é exatamente o tempo em que o passaro voou. Portanto ele
percorreu 60 x 2,5 = 150 quildmetros.

11. Apods x meses de uso, quem comprou o aparelho na loja A
gastou f(x) = 3800 + 20x reais, enquanto quem comprou na loja B
gastou g(x) = 2500 4+ 50x. Tem-se g(x) — f(x) = 30x — 1300. Logo,

para todo x > 1300/30 = 43%, tem-se g(x) — f(x) > 0. Noutras

palavras, apos 43 méses e 10 dias de uso, o aparelho comprado
na loja B, que inicialmente era mais barato, torna-se mais caro do
que o comprado na loja A.

12. A solucéo deste exercicio € analoga a explicacdo do Exem-
plo 3, s6 que mais simples porque nao ha necessidade de mostrar
que a correspondéncia x — z esta bem definida. A partir do pon-
to Z, trace uma semi-reta paralela a OA, contida no interior do
angulo AOB. Se X’ € um ponto de OA tal que X esta entre O e X’
(ou seja, x < x’) entdo o segmento X’Z’ corta essa paralela num
ponto M. (Faca a figural!) Logo x < x' = z < z'. Além disso, se
OX = XX’ = x entdo os triangulos OXZ e Z < Z' sdo congruen-
tes por terem os lados OX e X/)S’ iguais compreendidos entre 0s
angulos iguais O = Ze X = M. Portanto MZ’ = XZ. Como é
claro que XZ = X’M, segue-se que z’ = 2z. (Esta explica¢do so
faz sentido se for acompanhada de uma figura.) Analogamente,
x'=nx = z/ =nz.

Temos entao (vide Exemplo 3) duas proporcionalidades: x — y
e x — z. Os dois fatores de proporcionalidade sdo iguais quando
y/x = z/x, ou seja, quando z = y (para o mesmo x). Isto significa
que o triangulo OXZ é isosceles. Portanto os fatores de proporcio-
nalidade sao iguais se, e somente se, a reta r forma angulos iguais
com OA e OB.
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Solucéo do problema da lebre e do cachorro

Um pulo de lebre é igual a 2/3 de um pulo de cachorro. Portanto a
dianteira da lebre é de 100/3 pulos de cachorro. No momento em
que alcancar a lebre, o cachorro tera dado x pulos e a lebre tera
dado 4/3 pulos (de lebre), ou seja, (4/3) x (2/3)x = (8/92)x pulos
de cachorro. Nesse momento, a distancia percorrida pelo cachorro
(medida em termos de pulos) € igual aquela percorrida pela lebre
mais a dianteira que ela levava no principio. Assim:

x:gx%—]%,donde9x:8x+300ex:300.

Portanto, dando 300 pulos, o cachorro alcanga a lebre.



